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NOK[X]=1
K, =K,[X]
ARB=p, (AB)

Beispiel: 1. K=R,N=X’+1 = K, =C
K =7,={0,1}
K,[x]={0.1Xx,x +1}

2. N=X’+1
(x +1)F (X +1)=p, ((x +1)°) =0
(X +1)"=(x +1)(X +1)
=X +1+X+X
=X +1+X (1+1)
=X’ +1

3. N=X’+X=X(X+1)
X (x+1)=0

4, N=X*+X +1

X’ =IN+X +1
XX =X+l
1 | X | X+l
| N R LIS S X X+l
X X X+l o
X+1 X+l 1 | X

X(X+1)=X*+X =N+l
(X +1)(X +1)=X*+1=N+X

3, K=Z,, N=X"+X +10K[X]

{000,100,010,001,110,101,011,111}
py(Xx7)=110
2 ()=o) =0 o o121

X

n=
Ky

=p((1+Xx)X)=p(x*+X)=X2+X
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K =7, ={0,1}

N=X’+X+10K[x]

A=a,+aX +a, X’ 0K,
=a,a,a,

Multiplikationstafel von K,

N 100 110 010 111 011 101 001
100 100 110 010 111 011 101 001
110 110 101 011 010 100 001 111
010 010 011 001 101 111 100 110
111 111 010 101 110 001 011 100
011 011 100 111 001 010 110 101
101 101 001 100 011 110 111 010
001 001 111 110 100 101 010 011
Bemerkungen:

. KI[X]=XSKN[X] K ist immer Unterraum von K,
e ImFalln=1istK, =K

2.6. Satz
Genau dann ist der Ring K, ein Korper, wenn K, nullteilerfrei ist. (Vgl. 1.5.)

Beweis: A(BstattAL] B
Sei A # 0in K, fixiert, gesucht ist ein BUK, mit ALB =1
¢:K, - K, mitB+— AB
1. gistinjektiv:¢(B)=¢(C) = AB=AC
Kiirzregel

= B=C

da nullteilerfrei

2. ¢@ist linear:
¢(AB+uC) = A(AB+uC) = AAB + UAC
=A¢(B)+up(C)
3. gistbijektiv:
n=dimK,[X]=dimim¢ +dimker ¢

=im¢ =K, - surjektiv

Anhang 1: Das Ableitungskalkiil
A=a,+aX+.+a X"
def .
A =a+(a,+a,) X +..+(a, +...+a,) X"
\ﬁf_—/

-
2a, nld,

<12>



Algebra

Sommersemester 2005
Vorlesung 4 Mittwoch, 20. April 2005

2.7. Die Abbildung A - A'vom K, [X ] ist linear

und ergibt(AB)' =A'B+AB' Produktregel

K[X,Y]={

In einem PolynomA(X ) = Zal.X "konnen wir X +Y O K [X ,Y] einsetzen und
A(X+Y)=a,+a (X +Y)+a, (X +Y)" +...
=a,+a,X +aY +a, X’ +2a,XY +a,Y’ +...
=A(X)+(a, +2a,X +..)Y +(a, +..) Y +...
=A(X)+A(X)Y+Y*(.)
A’ ist Ableitung von A

a,X'Y’|a, DK}

(i,)ON,xN,

zB.A=X"

A(X+Y)=(X+Y)' =X"+nX""Y +Y*(...)

(XA) (X +y)=(A4)(x)+(A4)(x)Y +A7°(..)

(A4) =24 =24’

(4+B)(x +Y)=(A+B)(X)+(4 (X)+B,(X))y +¥*(..)

A+B'=A'"+B

(AB)(Xx +Y)=A(X +Y)B(X +Y)
=(A(x)+ya(x)+Y*(.)(B(X)+B (X)y +Y*(.))
=A(X)B(x)+Y (4 (X)B(X)+A(X)B'(X)+7*(.))

2.8. SeiAZQaus K [ X] und A Nullstelle von A

Aquivalent sind:
i) Aist einfache Nullstelle von A

((x - )l) aber nicht (X -A )2 ist Teiler von A)
i) A'(A)z0

Wir wissen: A(X)=(X—)I)P
Kiirzregel

(X -A)teiltA = X-AteiltP = P(A)=0
A'=(X-A) P+(Xx-2)P
—
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,Regel von de I’Hospital*
Gegeben: A,B,COK[X]: AlB=C (A0K)

A1) =c(1), 4= kg p(a)2
B(A)
Voraussetzung: Sei B ()l) =0, aber A einfache Nullstelle von B
Behauptung: A (/1 ) = g,—jg
Beweis: C'=(AB)'=A'B+AB'

Sei R (kommutativer) Ring

R[X]= {ZaiXi |a, DR} (Polynomring iiber R)
i=0

R[Xl,...,Xn]={

R sei Unterring eines Rings S (z.B.R=7, S =Q)

endlich ) ) )
hyh In
a . X1 Xz ""Xn ‘ail...in UR

(fy sveesty JON"

def. | endlich o .
—_ b o Iy
R[sl,...,sn] = E a, ; W'si.sy <8

ip,.d,

ist der kleinste Unterring von S, welcher R und die Elemente s,, ..., s, enthilt.
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