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  universelle Eigenschaft des Polynomring 
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3. Die Teilbarkeit in K X 
 

 (und inℤ ) 

 

Sei U Unterraum des K-Vektorraums [ ]K X : 

 ,A B U A B Uλ µ∈ ⇒ + ∈  

 

Sei 0U ≠  { }: min grad 0 ausm A A U= ≠  

3.1. In U existiert genau ein Polynom M 

 a) grad M m=  

 b) M ist normiert 

 

 Beweis: ,A B U∈ mit 

  grad gradA m B= =  

  1λ Leitkoeffiezient von A 

  2λ Leitkoeffizient von B 
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 ⇒  1 2λ λ Leitkoeffiezient von 1Bλ  

  1 2λ λ Leitkoeffizient von 2 Aλ  

 

 ( )1 2grad
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Definition: Eine Untermenge U eines (kommutativen) Rings R heißt Ideal, wenn 

 I1) U ist Untergruppe von ( ) : ,R a b U a b U+ ∈ → − ∈  

 I2) ,a R u U a u U∈ ∈ ⇒ ⋅ ∈  

 

Bemerkung: Sei R = ℤ  

 1.1 Untergruppe von ( ) U+ ⇒ℤ ist Ideal inℤ  

 Sei [ ] :R K X U= Ideal  U⇒ ist Unterraum des Vektorraums [ ]K X  

      ,K A U A Uλ λ∈ ∈ ⇒ ∈  

 

3.2. Für [ ]U K X⊆ ist äquivalent: 

i) U Ideal 

ii) U ist Unterraum von [ ]K X  

 

 [ ],P K X A U PA U∈ ∈ ⇒ ∈  

 Es genügt zu fordern: A U XA U∈ ⇒ ∈  

     
( )
2

alle Linearkombinationen
X X A U

U
X A U

∈  ∈
∈ 

 

 

3.3. Satz 

 Sei U Ideal in [ ]K X und sei [ ]{ }: minM U U M PM P K X= ⇒ = = ∈  

 U  Untergruppe von ( )+ℤ  (Vgl. 1.2.) 

 

Bemerkung: [ ]{ }A PA P K X= ∈ ist Ideal 
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 Beweis: klar im Fall 0U =  

  Sei 0U ≠  

  

klar

: : grad grad

0

M U

A U A PM R R M

R A PM U

R

⊆
⊇

∈ = + <
⊂ − ∈

⇒ =

 

  , 0A B ≠ aus [ ]K X  

  Gilt [ ],B PA P K X= ∈ , so ist A Teiler von B (
B

P
A

= ) 

  Ist min grad 0P = oder grad 0A = , so ist A trivialer Teiler von B 

 

 Beispiel: K = ℝ  

  ( )2 21
1 3 3

3

P
AB

X X+ = +  

   Triviale Zerlegung
1

2
B Bλ  =  

 
 

 

   K = ℂ   

  ( ) ( )( )2 1X X i X i+ = − −  

   Nichttriviale Zerlegung 

 

 Beachte: Die Polynome vom Grad 0 sind die Einheiten des Rings [ ]K X  

 

  In ℤ : 1 und -1 sind die Einheiten 

 

,A B heißen teilerfremd, wenn sie keine gemeinsamen Teiler vom Grad >0 

besitzen 
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 Unterräume von [ ]K X und Ideale von [ ]K X  

 

 Beispiele in :ℤ  

 8, 12a b= =    ( ) ( )8,12 4, 8,12 24ggT kgV= =  

 a b+ = Alle Vielfachen von A + alle Vielfachen von B 

 a b∩ = Alle Vielfachen von A und zugleich alle Vielfachen von B 
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3.4. a) A B+ und A B∩ sind Ideale 

 b) Sei ( )minG A B= + , dann ist G A B= +      (Vgl. 3.3.) 

   Insbesondere existiert [ ], mitP Q K X G PA QB∈ = +  

 c) Sei ( )
0

minK A B

≠

= ∩
�����

, dann K A B= ∩       (Vgl. 3.3.) 

 ( ) ( ): , , : ,G ggT A B K kgV A B= =  

  ,A B A B∈ +   

  G⇒ ist Teiler von A und B 

 Sei H ebenfalls Teiler von A und B 

 

 
d.h . A X

B H

⊆

⊆
G A B H⇒ = + ⊆  

 

 A und B ist Teiler von K 

 Sei H auch Vielfaches von A und B 

 

 d.h. H A B K⊆ ∩ =  

 d.h. K ist Teiler von H 

 

 Beispiel: 

 

( ){ } { }
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1, 1: 4 8 12 ggT 4
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a b
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⋅ + ⋅ ∈
= = − ∈ + =

= +

⋅ ∈ ∧ ⋅ ∈

ℤ

ℤ ℤ

 

 

3.5. Sei ( )ggT , 1A B = , d.h. A und B seien teilerfremd 

 Sei ,A B normiert. Dann gilt: 

  ( )kgV ,A B A B= ⋅  

 

 Beweis: ( )kgV ,K A B=  

  A B A B K⋅ ∈ ∩ =  

  Es existiert [ ]P K X∈ mit A B PK⋅ =  

  
K K

P A AB P B
A B

   = =   
   

 

  ,
K K

B P A P
A B

   = =   
   

 

  A, B teilerfremd   grad 0P⇒ =
wg.Normierung

1P⇒ =  

 


