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universelle Eigenschaft des Polynomring

z[i]={a+ib

a,b07)

3. Die Teilbarkeit inK[X] (und inZ)

Sei U Unterraum des K-Vektorraums K [X ] :
A,BOU = AA+uBOU

SeiU #0 m:=min{gradA|A¢0aus U}

3.1.  In U existiert genau ein Polynom M
a) gradM =m
b) M ist normiert

Beweis: A,BOU mit
grad A =m =grad B
A Leitkoeffiezient von A

A, Leitkoeffizient von B
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=  AA, Leitkoeffiezient von A B
A A, Leitkoeffizient von A,A

= grad(AB-A,A)<M

O
AB=AA
Ap-a
/12
minU =M
IstU =0
minU :=0

Definition: Eine Untermenge U eines (kommutativen) Rings R heif3t Ideal, wenn
I1) U ist Untergruppe vonR(+): a,blU - a-b0U
I2) aUR,ullU = al@OU

Bemerkung: SeiR =7Z
1.1 Untergruppe von Z (+) = UistIdeal inZ

SeiR=K [X ] U lIdeal = U ist Unterraum des Vektorraums K [X ]
AOK, AODU = AAQOU

32. Furu O K[X]ist dquivalent:
1) U Ideal
1)  Uist Unterraum von K [X ]

POK[X], ADU = PADU
Es geniigt zu fordern: AUU = XAUU
X(x)AOU

alle Linearkombinationen U
X2A0U

3.3. Satz
Sei U Ideal in K[ X]und seiM =minU = U =(M)={PM |POK[X]}
U Untergruppe vonZ(+) (Vgl. 1.2))

Bemerkung: A> {PA‘P UK [ X]} ist Ideal
(0

A(PA)+ (@A) = (AP+ ) A
X (P4) = (xP) 4
o(Pa)=(ep)
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Beweis: klar im FallU =0
SeiU #0

<M>DU Klar
O

AOU: A=PM+R: gradR<gradM
ROA-PMOU
= R=0

A,B#0ausK[X]

GiltB = PA, PDK[X],SO ist A Teiler von B (P =§)

Istmin grad P =0 oder grad A =0, so ist A trivialer Teiler von B

Beispiel: K=R

B

X2+1=1(3X;+3)
3

Triviale Zerlegung B = A (% Bj

=C
(x2+1)=(x =) (x -i)
Nichttriviale Zerlegung

Beachte: Die Polynome vom Grad O sind die Einheiten des Rings K [X ]

In Z: 1 und -1 sind die Einheiten

A, Bheifen teilerfremd, wenn sie keine gemeinsamen Teiler vom Grad >0
besitzen

(4)+(B)

{A+B|A0(a). B,O(B)}
(Ra+pB|R.P,OK[X])
(A)n (B)={PA|POK[X].PAD(B)}

Unterrdume von K [X ] und Ideale von K [X ]

Beispiele inZ:

a=8,b=12 88T (8,12) =4, kgV (8,12) =24
<a> + <b> = Alle Vielfachen von A + alle Vielfachen von B

<a> N <b> = Alle Vielfachen von A und zugleich alle Vielfachen von B
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3.4.

3.5.

a)
b)

c)

G =

<A> + <B> und<A> N <B> sind Ideale
Sei G = min (<A> + <B>) , dann ist<G> = <A> + <B>

(Vgl. 3.3)

Insbesondere existiert P,Q [1 K [X ] mit G = PA+(QB

Sei K =min({A) n(B)), dann(K)=(A) n (B)

g¢T (A,B), K :=kgV (A,B)
A,BO(A)+(B)
= G ist Teiler von A und B

Sei H ebenfalls Teiler von A und B

i = @)= o)
A und B ist Teiler von K

Sei H auch Vielfaches von A und B

dh. HO(A)n(B)=(K)
d.h. Kist Teiler von H

Beispiel:
B+, 02, i,jUZ
j=li=-1: 40(8)+(12) geT =4

4 = min <<a> + <b>>

{iflinz)} of jo2|j0Z}

Sei ggT(A, B) =1, d.h. A und B seien teilerfremd
Sei A, Bnormiert. Dann gilt:

kgV(A,B)=A[B

Beweis: K =kgV (A, B)

ABO(A)n (B)=(K)
Es existiert POK|[X|mitAB =PK

P A Jazan=rp( 5o

( j ’ ( j
A B
wg.Normierung

A, B teilerfremd = grad P =0 = P=1

(Vgl. 3.3)
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