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35. geT(A,B)=A = kgV(A,B)=AB (im Fall G #1)

| —
G

3.6. kgV(A,B) A =4
G G

Beispiel: A=12, B=18, G=6
kgV(A,B)=123=208

NOK|[X], grad N =nz1
N irreduzibel (unzerlegbar), wenn N keinen nichttrivialen Teiler besitzt.
Beispiel: ~ Polynome vom Grad 1 sind irreduzibel

* Sei N irreduzibel und A # 0
Dann A D<N> oderggT(A, N) =1
* Bezeichnung: P (A) Menge der (normierten) irreduziblen Polynome, welche A

teilen.

3.7. Satz
Prim (Eigenschaft): P (AB) =P (A) ap (B)

Beweis: N DP(AB)
K =kgV(A,B) ABO(K)
Sei N kein Teiler von A= ggT (A,N) =1

3.5.

= K =AN AN Teiler AB

Bemerkung im Allgemeinen:
Sei R kommutativer Ring p [J R heil}t Primelement,

wenn p/ab = p/a oder p/b
p Primelement = pist unzerlegbar

Konsequenzen I-111
I K, AL B=p,(AB)=0
K, ist nullteilerfrei = N irreduzibel

3.8. Satz
Der Ring K, ist genau dann ein Korper, wenn N irreduzibel ist.

1) Definiere das direkte Produkt von Ringen S, T
R=SxT ={(s,1)|s0s, 10T}

Addition und Multiplikation komponentenweise
ACHTUNG: Entsetzlich viele Nullteiler
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SeiN =N,N,inK[X], grad N =1
BildeR =K, XK,
¢:K, - R

#(P)=(px (P). v, (P))

3.9. Ringhomomorphismus
#(P+0)=(p, (P+0).0,, (P+0))
=(py, (P)+y, £y, (Q)- £y, (P)*y, £y, (2))
=¢(P)+4(Q)
8(PR 0)=¢(0y (PQ))=(0y (ox (PQ)). 2y, (v (PQ)))
=(o (PG, £, (0). 2y, (P)T, £y, (0))

3.10. Chinesischer Restsatz
Sei N = N,N, mit teilerfremden Polynomen N,, N, .

Dann ist ¢ Bijektion also ein Ring-Isomorphismus K, xK, UK,

Beweis:  Seig(P)—(0,0)
Py (P)=py, (P)=0
N,/PundN,/P = kgV(N,,N,) Teiler v.P.

II
N-N,=N =P=0

Andere Formulierung
SeiLl UK, , L, UK, , gradL<n

Ugenau eine Losung LLIK, mit L =L mod N,
L=L,modN,

L:=LPN,+LPN, istLosung
L=TN+L, gradL<n
L=LmodN,,N,
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I1I)

Beispiel: n =5 n,=9,n=45

[,=3,1,=51="?
[ =1l mod5
=1, mod9
1=203+(-1)D

[=3[-1)D+520 =23

N =N,N,....N,, geT(N,,N,) =1, firi# |
Gegeben: L,..L, DK[X]

L=L (modN,)

L=L,(modN,)

L=L, (modN,)

= [genau eine Losung L mitgrad L <n

Satz von der eindeutigen Primfaktorzerlegung
NOK[X], grad N 21, normiert (nON,n >1)

P (N ) Menge der normierten irreduziblen Teiler von N

1) N= P, e ON 12=2"03

POP(N) :
Beweis (Induktion):
N irreduzibel v/
N nicht irreduzibel:
N =N,N,, N, normiert
I<grad N, <grad N

PJP_(lNI) POP(N,)

2) Sei D die Menge aller normierten Teiler von N und
b={(f,)pOP(N)o<f,<e,}
Behauptung: Die Abbildung $:D — D mit

Fo e s e
(f,,)pDP(N) — I N)P ist eine Bijektion

Beweis:
J3 ist surjektiv:
Sei A normierter Teiler von N, also AU D
P(A)OP(N)
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A= [] P"

pOP(A)
z2: f,<e,
Annahme: f, >e,furein p, DP(A)
fpl

fp b epl ep
pi ” p’ teilt py ” p
pOP(A) p} pOP(AN p}

Fn=em fo enile n€n e
p; ” p" teilt p; H p
pOP(A {1’1} pOP(A {/’1}

prim= p, DP(N)\{pI} &

J3 ist injektiv:

[F=1r" ==
pUIP(A) pUIP(A)
ep, < fp,fur ein p,

AT P=r"]

PED, PED,

... p, teilt |‘| P<§\ PEDp,

zu Primeigenschaft
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