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Ausblick:

Ring R heil3t faktoriell, wenn gilt:
R ist kommutativ und nullteilerfrei

Es gilt der Satz von der eindeutigen Primfaktorzerlegungen
(Primelement = unzerlegbar, p\alb = p\a oder p\b)

1) R faktoriell = R[ X ] faktoriell

= (K[X])[Y]= K [X.Y]faktoriell

2) R Hauptideal = R faktoriell
(I Ideal von R)

:>I=<r>

Der euklidische Algorithmus berechnet ggT (A, B )

Teile A durch B:
A=PB+R grad R < grad B
R=0 = ggT(AB)=B

R#0

= ggT(A,B)=ggT(B,R)

DIV (A,B) = Rest

EA(A,B)

WHILE B#0 DO

WEND

R:=DIV(A,B)
A=

a =633, b=270, g =ggT(a,b)
633=2[270+93

270 =293 +84

93=1[84+9

84=909+3

9=303
g=3
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3.  Gruppen
z,={0.1,...n-1}
1) Nachtrag zu Kapitel 1
Wir haben die Untergruppen vonZ, (+) (i +j=p, (i + ]))
SeimUZ, und m Teiler von n etwan =m[R
<m>n ={O,m,2m ..... (R—l)m}
={itm|i0Z, ={0.1....R -1}
ist Untergruppe vonZ, (+)
i,j0Z,
it+j=qR+r, r=p,(i+}j)
ilin+ jn=(i+j)in=gRUn+rm
P, () =p, (r En)
3.1, (iln+, jln)=(i+, j)n
3.2. Satz

SeiU # {0} Untergruppe vonZ,, (+) und sei m die kleinste Zahl in U,m # 0

Dann ist m Teiler von n: n=mx undU = <m>n

Beweis:
0 ={i0z|p, (i) 0u}
(+) U=Unz, (1.3a)

o Uist Untergruppe VonZ(+), denn
p.(i=i)=p,(i)-, p.(j)OU
—i-;j00

e 12U =<m>, m =minU

(+) = U=Un 4, :{O,m,Zm,...} :<m>

n

N=N,N,

px (04 (A)) = py (A)
Pw, (pN (AB)) =py, (AB)
Py, (AL} B)=AL] B
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Beispiel:
Ly =k
U ={0,k,k +; k,k+3 k +4 k,..} ={0,£,2,0,..}
=>m=2

=U =(2), ={0,2,k}
ist Untergruppe, also <2> = <k> .

Definitionen und Bemerkungen

1) G ={a,b,c,...} sei multiplikativ geschriebene Gruppe (a,b UG = abBU G)
Gl a(bc)=(ab)c  Assoziativitit
G2 Es existiert ein neutrales Element: 1=1,: 1ld=al=a

G3 Zu a existiert ein inverses Element:a ' 0G: ald™” =a”' ld =1

= a”' ist eindeutig

G2und G3 = alk=b bzw. xld=b
haben genau eine Losung: x=a”' [b bzw. x =b[&™',
weila(a”' b)=(ala™)B=10=b

2) U UG heiBt Untergruppe, wenn U bzgl. der in G erkldrten Verkniipfung (Mult.)
wieder Gruppe ist.
Es geniigt:
a,b0U = a'0OU

b=(p")"

3) SeiG([)], H([)]zwei Gruppen
@:G - H ist Homomorphismus
#(alb)=¢(a) Do(b)
o) (0
Seien R, S Ringe
¥ : R — S ist Ringhomomorphismus
Y (a + b) =y (a) +y (b) Gruppenhomomorphismus
&y (a %) =y (a) 1/ (b) Gruppenhomomorphismus

Beispiele:
G=Z(+), H=Z,(+,)
$=p,
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p.(a+b)=p,(a)+, p,(b)
= p, ist Homomorphismus
Aber: G ist auch Ring und zusitzlich p, (a ) = p, (a) [J o, ()

= p, ist Ringhomomorphismus

D ople)=l  (p(oe)=0y)
2) ¢(a_l)=¢(a)_1
3) U Untergruppe G = ¢ (U ) Untergruppe von H

U Untergruppe von H = U :{a DG‘¢(a) DU} =¢7'(U)
Untergruppe von G
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