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U Untergruppe von G
aOaU :={aulu0U} linke Nebenklasse von U

a0Ua ::{ua |u aOu } rechte Nebenklasse von U

<n> Untergruppe vonZ, (+)
a+ <n> = <n> + a Kongruenzklasse mod A

p,(a+in)=p,(a)

1) aU=bU - bOaU - a'b0OU
a+(n)=b+(n)
b—a=0modn
b—aD<n>

Uas=Ub - a' o ba'OU

2) ur>au Bijektion von U auf aU
ut>ua Bijektion von U auf Ua d.h.|U| = |aU| = |Ua|
[N

= "gleichmichtig"

3) G=UaU(=UUaj

allG uG

4) Definiere auf G Aquivalenzrelation:
a~,b < ba'OU
1) a~a (reflexiv)

i) a~b = b~a (symmetrisch)
i) a~b~c = a~c (transitiv)
ba" OU b OU = cb OU = cb'ba” =ca’ OU

a= b(modn)

Aquivalenzklassen
[a]:={pDGla~, b} ba™ OU
[a]=Ua b0Ua, b0aU, a”'b0U

Die Aquivalenzklassen bilden ein Partition, da Menge G:
G= U Ua
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4.3.

Satz von Lagrange

Sei G eine endliche Gruppe (d.h. |G| <o) und U Untergruppe von G.

Dann ist|U | Teiler v0n|G| .

Genauer:

i

Die Anzahl der NK Ua von U in G ist—.

vl

Index von Uin G=|G:U| :%

G|=|G:u|w

Sei¢p:G - H Homomorphismus

(¢ ‘R - S (Ringhomomorphismus))
Kein ¢ :={a O G‘¢(a) = 1U}

(Keing ={aOR|p(a)=0})

44.

a) Kein ¢ ist Untergruppe von G
(Kein ¢ ist Ideal von R)

Beispiel:
P, :Z — 7, Homomorphismus

ker p, = <n> (Menge der Vielfachen)
denn a,bOker @

#(ab™)=¢(a)g(b)" =10=1
$:R-> S

ker ¢ ist Untergruppe von R (+)

alker@, rOR

#(ria)=¢(r)@(a)=¢(r)=0

(rOR, aOI (uea) = ra 01, a@0O1)

b) SeiaUOGundU =ker¢
{p0G|p(b) =4 (a)} =Ua=a

Beweis:

#(a)=0(b) = ¢(a) #(b)=1
#(a”)B(6)=1
#la’v)=

<«28>
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(a)=9(b) = ¢(a)p(v”)=1
- ab”'0OU < Ua=Ub

c) @istinjektiv. < kerg =1
p(a)=¢(b) = aU=bU bzw. Ua=Ub

Definition: Eine Untergruppe N von G heilit Normalteiler von G,

4.5.

wennalN = Na OaOG . (falls abelsch sind die UG immer Normalteiler)

* Sei G abelsch, U ist Untergruppe = U ist Normalteiler
* Sei @ Homomorphismus: ker ¢ ist Normalteiler von G

Bemerkung: AB,CUOG
AB = { ab |a UAbU B} Komplexprodukt

(AB) C=A [QBC) (assoziativ)
(ab) d=a [ch)

N sei Nullteiler von G
Definition der Faktorgruppe %V :

%:={aN|aDG}

Multiplikation: (aN)[{{bN)=a (Nb) N =a(bN)N =ab[NN =ab[N
NTS o
Definition:

(aN)(bN ) (ab)N (wohldefiniert)

Beziiglich diesem Produkt ist % Gruppe

Beweis:
e Assoziativ (aNbN) (cN) = (abN) (cN) = (ab) cN
e FEinselement=1N =N

« Inverses Element (aN )_1 =a’'N
Beispiel:
<n> ist NT VonZ(+)
z(+)/(n) 0Z, ={0.1.....n~1}
(a+(m))+(b <”>) (a”’) (n)

<20>
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Allgemeine Betrachtung:
U Untergruppe von G. Eine Teilmenge G, heifit (Links-)Reprisentantensystem

von U in G, wenn G, aus jeder Nebenklasse aU genau ein Element 7, enthiilt.

Normiert: r, =1, wenna LJU

Versuch: Definiere Multiplikation auf G,,
def .

rijs=t < r0OWU

1) neutrales Element 1 rtdrU
HLOOpH

[1)+2)gelten, 2) inverses Element: Sei s UG, mit v~ OsU, r™ =su

3) nicht!
= Gruppe ohne
Assoziativgesetz

3) Assoziativgesetz gilt im Allgemeinen nicht,

nur wenn U NT ist.

4.6. Sei NNT von G. Dann ist die Abbildung:
Y:G - % mit a — aN
Gruppenhomomorphismus
y(a)p(b)=(aN)(bN)=(ab) N =4 (ab)
und es ist keryy = N
Y(a)=N aN=N < aON

Insbesondere gilt:
* Normalteiler sind die Kerne der Homomorphismen

4.77. Homomorphiesatz
Sei¢: G — H Homomorphismus und N =ker@ ( - NT)

Dann ist: @: % - H mitaN — ¢(a) wohldefiniert, injektiv und Homomorphismus

dh. G/ 2im
Oy 2img

Isomorphismus

Beispiel:
P, :Z(+) (+) surjektiv
o, (a =p, ( ) . ,On( ) Homomorphismus
ker p, = <n>

%@ 0z,

<30>



