Algebra

Sommersemester 2005
Vorlesung 9 Montag, 9. Mai 2005

48. ¢:G - H, N =ker¢
¢:% - HistaNl—>¢(a)
@ ist wohldefiniert, injektiv und Homomorphismus
d.h. % % im@ (Untergruppe von H)

Isomorphismus

aN ={b0G|¢ (b) = ¢ (a)}
aN =bN
oa) o)

#((an)(bN)) = p(abN) = ¢ (ab) = p(a)p(b) =P (aN)B(bN) (= Homomorphiesacr
piL(+) - Z,
p,(a+b)=p,(a)+, p,(b)

ker p, = <n>

oz,

*(n)

Nochmals: ¢ erklirt Aquivalenzrelation auf G

a~yb = ¢a)=4(b)
% ist die Menge der Aquivalenzklassen

Allgemein: ¢:M - N (Menge)
a.bOM: a~;b < ¢(a) =¢(b)
A% ist die Menge der Aquivalenzklassen[a]
¢

@ /¢ Nm1t[a]|—>¢(a)1njektlv

$:R - S (Ring-Homomorphismus)
e @ R(+) - S (+) Gruppenhomomorphismus (¢(a +b) = ¢(a) +¢ (b))
* ¢(ab)=¢(a)g(p)
s ¢ (1R) =15

ker ¢ ={a DR‘¢(a) = 0}

R(%w Oim (+)
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4.9.

ker ¢ ist Ideal von R
Sei I Ideal von R (insbesondere 7 ist Untergruppe von R (+))
I% = {a +1:al R} [Menge der Nebenklassen] = { a+ i|i O I}

def

(a+1)+(b+1) = (a+b)+1
Definiere: (a+N)(b+N):= ab+ID1%

Satz
a) 1% ist beziiglich diesen Verkniipfungen ein Ring

b) Die Abbildungy/: R +— % mita — a + I ist Ringhomomorphismus (surjektiv)
c¢) Sei@:R - SRinghomomorphismus
Definiere: ¢ % - Smita+1 ¢(a)

Dann ist ¢ wohldefiniert, surjektiv und Ringhomomorphismus

Beweis (a+N )(b+N ) :=ab + I wohldefiniert:

a+tl=a+1
b+I=b"+1
a'=a+i, 0l
b'=b+j, jOI
a'b' =(a+i)(b+i)=ab+aj+ib+ij

%,_J

=x0r1 wegen Ideal
ab =ab+x
ab+I=ab+x+I[=ab+1
——

01

Welche Gruppen kennen wir?
Z (+) , Zn (+) , K (+) , K* (multiplikative Gruppe des Korpers K),...

S ,, (symmetrische Gruppe)

R (ing: E(R)={a0R|»>OR mit ab =1} Einheitsgruppe

E(z)={1-1} E(K[X]) ={Menge aller Polynome vom grad =0} "="K"
E(K)=K"

im1,-10E(R)

Zum Beispiel:

E(zy)={1,3,5,7}

E(Z,)

E(K,). K, =K,[X], n=grad N

<32>
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4.10. Satz
SeiADK, (=K,[X])
ADE(K,) = geT(AN)=1

—_—
G

Beweis:
Seigrad G =1

C:=E¢ODKN
G
AC:Ad\i:éD\’
G G
ALJC=0
Angenommen: AL] B =1
=(NQC)B=CLJ(A]B)=
SeiG =1 Satz von Bezout
1=PA+QN, P,QUK|[X]
1=pN()‘pN(PA+QN)
=py (PA)+py(Q

=py| oy (P AJ

=y (P)

Korollar Sei N irreduzibel
= geT(A,N)=1
= K, ist Korper

Ziel:

Ist G eine endliche Untergruppe von K, so ist G zyklisch

SeiG ={a,b,c,d,..} multiplikative Gruppe (a,p0G = abG)
alG Potenzen von a

a’=1d"=a,ad =ald, a3=a[Qa2);a[Qaa):(aa)Eh:aaa

iON a —a( ) a T

l

o (a)' = (aaa)(a”a"a") = (aa)(@; j(a-la-l) - qaa’a™ =aa” =1

=1

<33>
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Allgemein:

() =)

Deswegen definiert man fiiri [JN

a’ = (a_l)i

a' ist definiert fiir alle Zahleni 17

4.10. Potenzgesetze
Fiir allei, jUUZ

a

i+j —

a'a’

(@) =a

Bemerkung: Sei G additiv geschrieben
(a,b0G = a+b0OG)

ildh=a+a+..ta ION
_—

1

0,:=0
(—i) a:= —(ia)
,Potenzgesetze*

(i+j)=ia+ja 0i,jOZ
i(ja)=(iT)a

Beispiele:
G= Z(+) : i L& 1st das Produkt der Zahleni,a O Z
G=Z,(+)

FiriOZ seii := p, (i) der Rest modulo n

zB. 2a=a+,a=p,(a+a)=p,(2a)=20a (=0. wenn n=2)

Allgemeiner
ia=a+ a+ a+..+ a=p, (il]z)=7§a

G sei multiplikativea UG

(a) :={ai i DZ}

4.12. <a> ist Untergruppe von G

Definition: Gruppe G heilit zyklisch, wenn ein a L G existiert mitG = <a>

A heillt Erzeuger von G
oder primitives Element, mit a ist auch a” Erzeuger

<34>
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Zum Beispiel:
G= Z(+) ist zyklisch mit Erzeuger 1, oder -1 (iUJZ, i =i )

G =Z,(+)istzyklisch iDZ, i=1+, 1+, ..+, 1
%,—/

i

Die Erzeuger von z.B. Z, sind die Zahlen{l, 3,5,7}
die(3) ={0,3,6,1,4,7,2,5}

SeiG = <a> zyklische Gruppe
¢:7 — G miti > a'ist Gruppen-Homomorphismus, surjektiv

ker ¢ :{i O Z‘ai = 1} Untergruppe von Z

Es existiert einn N mitker ¢ = <n>
Homomorphiesatz:

z(+) -
%»DG—(@

n=0 kerg =0
G OZ(+)
n=1 = GUOZ,

<35>



