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§1 Das Riemann-Integral auf Quadern im R"

Def. 1

(a) a = (al,ag,...,an),b: (bl,bg,...,bn) a; S bz Vi
Q=Q(a,b) :=={z € R" | a; < x; < b; Vi} (abg.) Quader im R™.
Q=Q(a,b) := {x € R" | a; < z; < b; Vi} (offener) Quader im R™.

(b) Eine Menge P={Q,...,Q.} von Quadern im R" heiit Partition des Quaders Q,

wenn gilt:
e Q)= ‘!1 Qi

© QiNQ;=0Vi#j

(c) Eine Partition P’ = {Q1,...,Q;} von Q heifit Verfeinerung von P, wenn gilt:
Fiir jedes Q!, € P' 3Qu € P mit Q), C Qu

(d) Sei §(Qg) der Durchmesser von @, so heift

o(P) = max 5(Q)

1<k<m

Die Feinheit der Partition P von Q).
Es gilt: Ist P’ Verfeinerung von P, so ist p(P’) < ¢(P).

Sei Q = Q(a,b) Quader.
Volumen von Q: u(Q) := ﬁ (b; — a;)
i=1

Es gilt: Ist P ={Q1,...,Q} eine Partition von Q, so ist:

m

Q) =>_ @)

i=1
Def. 2

Sei Q Quader in R™ und f : @ — R beschrankt.
Sei P ={Q1,...,Q,} Partition von Q.
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Untersumme von f bzgl. P:

[

p(F) =D inf f(z) 1(Qs)

i=1 !

Obersumme von f bzgl. P:

Se(f):=) sup f(z) u(@Q)
i=1 TEWi

Es gilt: Sp(f) < Sp(f)
Lemma 1
Sei P’ Verfeinerung von P =

Spi(f) < Sp(f) (1)

Spi(f) > Sp(f) (2)
Beweis : klar.

H

Korollar 1

Fiir je zwei Partitionen P, und P; von Q gilt: Sp, (f) < Sp,(f).

Beweis : Sei P eine gemeinsame Verfeinerung von P, und P, =

Sp,(f) < Sp,(f) (Nach Lemma 1)
Sp,(f) < Sp,(f) (offensichtlich)
Sp,(f) < Sp,(f) (Nach Lemma 1)
= Sp,(f) < Sk (f)
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Def. 3

Sei Q abg. Quader im R", f : ) — R beschrinkt.

Unteres Riemann-Intagral von f: [, f(z)dx := sup  Sp(f)eR
Q P=Part.von Q

Oberes Riemann-Intagral von f: [* f(z)dz := inf  Sp(f) €R
Q P=Part.von Q

Aus Korollar 1 folgt:

Korollar 2

Def. 4

f: Q@ — R Riemann-integrierbar :& [, f(z)dx = [*f(z)dx
Q

Lemma 2

Sei f: Q — R beschriankt. Aquivalent sind:
(1) fintbar

(2) Ve>036>0, s.d. V Partitionen P der Feinheit ¢(P) < § gilt:

}SP(f) _ﬁp(f)’ <e

Beweis : folgt sofort aus der Def. von inf und sup.

Satz 1

Sei f:@Q — R stetig = f intbar auf Q.
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Beweis : Q kompakt = f glm. stetig aug Q
D.h. Ve>036>0, s.d. Vo, 2’ € Q mit ||z — 2| < J gilt:
kL. N

3

nQ)
Sei P ={Q1,...,Q} Partition von Q der Feinheit p(P) < 4.

|[f(x) = f(a)] <

0 < [*f(a)de — [ f(x)dz < Sp(f) — Sp(f) = 2 sup f(x) p(@Qs) — . inf f(a)-
Q Q i=1x€Q; i—1T€Qi

Qi) = i max f(z) — min f(z)| (@) < i oM Qi) = Tgu@) =< =

= Beh. (Da gilt Ve > 0)

O]
Lemma 3
Sei ¢ € R Konstante = [cdz = c¢- u(Q).
Q
Insbesondere [ dz = ;(Q)
Q
Beweis : Sei P = {Q,...,Q,,} Partition.
Jede=Sp(f) = 2 e Q) = e p(@Q).
Q =
O]

Def. 5

Sei f: @ — R beschrankt, P = {Q1,...,Q,,} Partition.
& € Qp fir k=1, ..., m Stiitzstelle.
Dann heifit

m

Sp(f,€) =Y (&) - 1n(Q)

k=1
Riemannsche Summe von f bzgl. P.

Es gilt: Sp(f) < Sp(f,€) < Sp(f)
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Satz 2

Sei f: @ — R intbar. Dann gilt:
Ve>039>0, s.d. V Partitionen P der Feinheit < ¢ gilt:

/ f(2)de — Sp(f.6)| < e
Q

fiir jede Wahl von Stiitzstellen £ = (§1,...,&n)

Beweis : wie in Analysis |

Satz 3 (Satz iiber iterierte Integration)

Sei @ = {(z,y) € R*ja <o < b,c <y <d}.
Sei f: () — R intbar.

Ann. Fir jedes feste y € [c; d] existiere

b

F(y) == /f(x,y)dﬂf

a

d
= 3 [ F(y)dy und es gilt:

/f(x,y)d(l‘,y)=/d /bf(x,y)dx dy
Q c a

Sei P, = {xo,...,x,} Partition von [a; b

Beweis :

Sei P, = {0, ...,y } Partition von [c; d]

P, und P, erzeugen Partition P:
P={Qyli=1,....m;j=1,...,1}

Qi ={(z.y) € R?|zics <w < wmi5y1 <y <y}
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l
V&i € [yi—1;yi] sei Sp,(F,§) = Z:lF(’SJ')(yj — Yj-1)
=
Es gilt Vo € [z;_1; 2]
inf f(z,y) < f(2,&) < sup f(z,y)

Integrieren iiber [x;; x; 1| liefert:

T

[t fey)dr < [ fe&)dr < [ sup f(z,y)da

Ti 1 Ti 1 Ti-1
|| — Lemma 3 — |
(o 0) o — i) < | Jen)do < sup S g) (o — i)
Ti—1 ij

Multiplikation mit d; = y; — y;—1 und Summieren {iber ¢ und j liefert:

S inf f(e,y)(@i—rea)d; £ [ &) dy < Xsup o) (w—wi)d,
1, @i

0,J Ti i, Qij

H | |
I b
> inf f(z,y)u ;ff x,&;)dx(y yj—l)Zscsl_pf(w,y)u(Qj)
|| l | |
Sp(f) Zl FE) (yj—yia)  Se(f)

I
Spy(F,§)

.

Also: Sp(f) < Sp,(F,§) < Sp(f) V€

= Sp(f) < Sp,(F) < Sp(f) ()

Sp,(F) = 5p,(F) <= Sp(f) = Sp(f) S ¢
f intbar

d d _
[*F(y)dy — [.F(y)dy = iIIle Sp,(F) — sgpﬁpy(F) <e
= F ist intbar. '

Weiter folgt aus (*):

[ Ha i) < / Fly)dy < [ fe.ppite.y)

Q Q



