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§1 Das Riemann-Integral auf Quadern im Rn

Def. 1

(a) a = (a1, a2, . . . , an), b = (b1, b2, . . . , bn) ai ≤ bi ∀i
Q = Q(a, b) := {x ∈ Rn | ai ≤ xi ≤ bi ∀i} (abg.) Quader im Rn.

Q̊ =Q̊(a, b) := {x ∈ Rn | ai < xi < bi ∀i} (offener) Quader im Rn.

(b) Eine Menge P={Q1, . . . , Qm} von Quadern im Rn heißt Partition des Quaders Q,

wenn gilt:

• Q =
m⋃

i=1

Qi

• Q̊i ∩ Q̊j = ∅ ∀i 6= j

(c) Eine Partition P ′ = {Q′
1, . . . , Q

′
l} von Q heißt Verfeinerung von P, wenn gilt:

Für jedes Q′
ν ∈ P ′ ∃Qµ ∈ P mit Q′

ν ⊂ Qµ

(d) Sei δ(Qk) der Durchmesser von Qk, so heißt

ϕ(P ) := max
1≤k≤m

δ(Qk)

Die Feinheit der Partition P von Q.

Es gilt: Ist P ′ Verfeinerung von P , so ist ϕ(P ′) ≤ ϕ(P ).

Sei Q = Q(a, b) Quader.

Volumen von Q: µ(Q) :=
n∏

i=1

(bi − ai)

Es gilt: Ist P = {Q1, . . . , Qm} eine Partition von Q, so ist:

µ(Q) =
m∑

i=1

µ(Qi)

Def. 2

Sei Q Quader in Rn und f : Q→ R beschränkt.

Sei P = {Q1, . . . , Qm} Partition von Q.
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Untersumme von f bzgl. P:

SP (f) :=
m∑

i=1

inf
x∈Qi

f(x) µ(Qi)

Obersumme von f bzgl. P:

SP (f) :=
m∑

i=1

sup
x∈Qi

f(x) µ(Qi)

Es gilt: SP (f) ≤ SP (f)

Lemma 1

Sei P ′ Verfeinerung von P ⇒

SP ′(f) ≤ SP (f) (1)

SP ′(f) ≥ SP (f) (2)

Beweis : klar.

Korollar 1

Für je zwei Partitionen P1 und P2 von Q gilt: SP1
(f) ≤ SP2(f).

Beweis : Sei P3 eine gemeinsame Verfeinerung von P1 und P2 ⇒

SP2
(f) ≤ SP3

(f) (Nach Lemma 1)

SP3
(f) ≤ SP3(f) (offensichtlich)

SP3(f) ≤ SP1(f) (Nach Lemma 1)

⇒ SP2
(f) ≤ SP1(f)
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Def. 3

Sei Q abg. Quader im Rn, f : Q→ R beschränkt.

Unteres Riemann-Intagral von f:
∫
Q
∗f(x)dx := sup

P=Part. von Q
SP (f) ∈ R

Oberes Riemann-Intagral von f:
∫
Q

∗f(x)dx := inf
P=Part. von Q

SP (f) ∈ R

Aus Korollar 1 folgt:

Korollar 2 ∫
Q

∗f(x)dx ≤
∫
Q

∗f(x)dx

Def. 4

f : Q→ R Riemann-integrierbar :⇔
∫
Q
∗f(x)dx =

∫
Q

∗f(x)dx

Lemma 2

Sei f : Q→ R beschränkt. Äquivalent sind:

(1) f intbar

(2) ∀ε>0 ∃δ>0, s.d. ∀ Partitionen P der Feinheit ϕ(P ) ≤ δ gilt:∣∣SP (f)− SP (f)
∣∣ ≤ ε

Beweis : folgt sofort aus der Def. von inf und sup.

Satz 1

Sei f : Q→ R stetig ⇒ f intbar auf Q.
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Beweis : Q kompakt ⇒ f glm. stetig aug Q

D.h. ∀ε>0 ∃δ>0, s.d. ∀x, x′ ∈ Q mit ‖x− x′‖︸ ︷︷ ︸
eukl. Norm

≤ δ gilt:

|f(x)− f(x′)| < ε

µ(Q)

Sei P = {Q1, . . . , Qm} Partition von Q der Feinheit ϕ(P ) ≤ δ.

0 ≤
∫
Q

∗f(x)dx−
∫
Q
∗f(x)dx ≤ SP (f)− SP (f) =

m∑
i=1

sup
x∈Qi

f(x) µ(Qi)−
m∑

i=1

inf
x∈Qi

f(x)·

·µ(Qi) =
m∑

i=1

∣∣∣∣max
x∈Qi

f(x)− min
x∈Qi

f(x)

∣∣∣∣µ(Qi) ≤
m∑

i=1

ε
µ(Q)

µ(Qi) = ε
µ(Q)

µ(Q) = ε⇒

⇒ Beh. (Da gilt ∀ε > 0)

Lemma 3

Sei c ∈ R Konstante ⇒
∫
Q

c dx = c · µ(Q).

Insbesondere
∫
Q

dx = µ(Q)

Beweis : Sei P = {Q1, . . . , Qm} Partition.∫
Q

c dx = SP (f) =
m∑

i=k

c · µ(Qk) = c · µ(Q).

Def. 5

Sei f : Q→ R beschränkt, P = {Q1, . . . , Qm} Partition.

ξk ∈ Qk für k = 1, . . . ,m Stützstelle.

Dann heißt

SP (f, ξ) =
m∑

k=1

f(ξk) · µ(Qk)

Riemannsche Summe von f bzgl. P.

Es gilt: SP (f) ≤ SP (f, ξ) ≤ SP (f)
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Satz 2

Sei f : Q→ R intbar. Dann gilt:

∀ε>0 ∃δ>0, s.d. ∀ Partitionen P der Feinheit ≤ δ gilt:∣∣∣∣∣∣
∫
Q

f(x)dx− SP (f, ξ)

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε

für jede Wahl von Stützstellen ξ = (ξ1, . . . , ξm)

Beweis : wie in Analysis I

Satz 3 (Satz über iterierte Integration)

Sei Q = {(x, y) ∈ R2|a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}.
Sei f : Q→ R intbar.

Ann. Für jedes feste y ∈ [c; d] existiere

F (y) :=

b∫
a

f(x, y)dx

⇒ ∃
d∫
c

F (y)dy und es gilt:

∫
Q

f(x, y)d(x, y) =

d∫
c

 b∫
a

f(x, y)dx

 dy

Beweis :

Sei Px = {x0, . . . , xm} Partition von [a; b]

Sei Py = {y0, . . . , yl} Partition von [c; d]

Px und Py erzeugen Partition P:

P = {Qij|i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , l}

Qij =
{
(x, y) ∈ R2|xi−1 ≤ x ≤ xi; yi−1 ≤ y ≤ yi

}
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∀ξi ∈ [yi−1; yi] sei SPy(F, ξ) =
l∑

j=1

F (ξj)(yj − yj−1)

Es gilt ∀x ∈ [xi−1; xi]:

inf
Qij

f(x, y) ≤ f(x, ξi) ≤ sup
Qij

f(x, y)

Integrieren über [xi; xi−1] liefert:

xi∫
xi−1

inf f(x, y)dx ≤
xi∫

xi−1

f(x, ξj)dx ≤
xi∫

xi−1

sup f(x, y)dx

|| ←− Lemma 3 −→ ||

inf
Qij

f(x, y)(xi − xi−1) ≤
xi∫

xi−1

f(x, ξj)dx ≤ sup
Qij

f(x, y)(xi − xi−1)

Multiplikation mit dj = yj − yj−1 und Summieren über i und j liefert:∑
i,j

inf
Qij

f(x, y)(xi−xi−1)dj ≤
∑
i,j

xi∫
xi−1

f(x, ξj)dx · dj ≤
∑
i,j

sup
Qij

f(x, y)(xi−xi−1)dj

|| || ||∑
i,j

inf
Qij

f(x, y)µ(Qj)
l∑

j=1

b∫
a

f(x, ξj)dx(yj−yj−1)
∑
i,j

sup
Qij

f(x, y)µ(Qj)

|| || ||

SP (f)
l∑

j=1

F (ξj)(yj−yj−1) SP (f)

||
SPy(F, ξ)

Also: SP (f) ≤ SPy(F, ξ) ≤ SP (f) ∀ξ

⇒ SP (f) ≤ SPy
(F ) ≤ SP (f) (∗)

SPy(F )− SPy
(F ) ≤⇒ SP (f)− SP (f) ≤︸︷︷︸

f intbar

ε

d∫
c

∗F (y)dy −
d∫
c
∗F (y)dy = inf

Py

SPy(F )− sup
Py

SPy
(F ) ≤ ε

⇒ F ist intbar.

Weiter folgt aus (∗): ∫
Q

f(x, y)d(x, y) ≤
d∫

c

F (y)dy ≤
∫
Q

f(x, y)d(x, y)

6


