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89 Das Lebesgue-Maf
Sei X eine Menge (spater: X = R"). Dann ist
P(X)={M|MCX}

die Potenzmenge von X.

Definition: > C P(X) heiit o-Algebra &
(1) XeX
2 MeSe X\ MeXx

3) M;e¥X VieN= ., MeX

iel
Lemma 9.1: Sei ¥ C P(X) eine o-Algebra. Dann gilt:
(1) 0 ex.
(2) MijeX VieN=- MecX.
Beweis:
(1) =X\XeX.
(2) N; = X\Méoe ¥ nach 2.

= (M= JNiex
=1 =1

= (1 M; € .
i=1
Lemma 9.2: Seien {¥,|a € I} o-Algebren von X. Dann ist (),.; Xa ebenfalls eine
o-Algebra.

Beweis: Klar.

Korollar: Sei F C P(X) eine Familie von Teilmengen. = 3 eindeutig bestimmte kleinste
o-Algebra F mit F C F. F heifit die von F erzeugte o-Algebra.

Beweis: P(X) ist o-Algebra mit F C P(X). Die Behauptung folgt dann aus Lemma 9.2,
da F C [{gewisse Elemente aus P}.



24. November 2004

Vorlesung 11

Beispiel: F = {offene Teilmengen von R"}

B := F = o-Algebra der BOREL-Mengen von R".

Definition: FEin Mafl auf einer o-Algebra ¥ ist eine Funktion
w3 — R U {oo},
so dass gilt:

(1) u(®) =o.

(2) p (U Au> = (A

fiir paarweise disjunkte A, € 3.

Lemma 9.3: Sei p ein Mafl auf X, A, B, A; € 3.
(1) AC B = u(A) < u(B).

(2) w(A) + pu(B) = n(AU B) + u(AN B).

Beweis:

(1) B=AUB\ A) =u(B) = p(A) + p(B\ A) > p(A)
>0

(2) AUB=(ANB)U(B\ (ANB))U(A\ (AN B))
= w(AUB) = w(ANB) + p(B\ (AN B)) + u(A\ (AN B))

= u(A) + pu(B) = p(A\ (AN B)) +2u(AN B) + u(B\ (AN B))

=u(AUB) + u(ANB)

(3) Folgt induktiv.
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Ziel ist es nun, zu zeigen, dass das LEBESGUE-Integral ein Mafl auf der o-Algebra der
BOREL-Mengen von R" ist.
f€L(Q)= f=fi — fo: 3 monoton steigende Folgen ¢,, 1, € 7(Q) mit

(1) lim ¢, = fi, lim, . ¥, = fo {1

n—oo

(2) lim [ ¢dzx ::/fldx
Q Q

n—o0

lim [ ¢dz=: / fodx

Es folgt: f € £(Q) =3 Folge g, € 7(Q) mit lim,_, g, = f f.iL
(Vorsicht: Die Umkehrung gilt i. A. nicht!)

Definition: [ : @ — R heifit messbar :< 3 Folge ¢,, € 7(Q) mit

lim ¢, = f fii

n—oo

Der R-Vektorraum der messbaren Funktionen auf @ heifit M(Q).

Satz 9.3: L(Q) C M(Q).

Beweis: Siehe oben.

Satz 9.4:
(1) feM@),|fl<ge L(Q)= feLQ)

(f+geM@Q)
f-9€MQ)
max(f, g) € M(Q)

L|fl € M(Q)
AuBerdem, falls f # 0 f.ii. ist: ¢ € M(Q) mit

(2) f,ge M(Q) =

7 falls f(z) #0

0 sonst

g(r) =

Beweis: Wortlich wie in Analysis 1T §14.
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Definition: Firp e R,p > 1, f € M(Q) definiere die p-Norm von f durch

1

I, = ([ 1e7)

Def. £7(Q) := {f € M(Q)|IfIF € L(Q)}.

Satz 9.5: LP(Q) ist ein BANACHraum.
Beweis: Wie in Analysis 11 §14.
Genauer: LP(Q)/# ist ein BANACHraum, wobei f#g < f = g f.i.

Definition: FEine Menge M C R"™ heifit LEBESGUE-messbar :< ), ist messbar. Ist M

messbar, so setzt man

Jen xmdz falls xp € L(R™)
p(M) := "

o0 sonst

1 heiit LEBESGUE-Mafl von M bzw. das Mafl von M. Im Unterschied hierzu ist das Maf3
aus §3 das JORDAN-Maf3.

Satz 9.5: (M) =0 < M ist Nullmenge.
Beweis: M ist Nullmenge <xy = 0 f.ii. < i, xa(2) dz = 0 nach Analysis I Kor. 2 aus

dem Konvergenzsatz von LEVI.

Lemma 9.6:
(1) p(@) =0

(2) M, € R™ messbar und paarweise disjunkt Vv € IN. Dann:

(VIR oot
v=1 v=1
Hierbei ist definiert: a + 00 =00 Va € R und oo + 0o = oo.

Beweis:

(1) Satz 9.5.

(2) folgt aus der Def. des LEBESGUE-Integrals als Grenzwert von Integralen iiber Trep-

penfunktionen.

Sei 3. die Menge der LEBESGUE-messbaren Teilmengen des R™.

4
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Satz 9.7: X ist eine o-Algebra und das LEBESGUE-Ma# ist ein Maf3 auf X.
Korollar: Das LEBESGUE-Maf eingeschriankt auf die o-Algebra der BOREL-Mengen ist ein
MasB.

Beweis:

(1) R™ C %, denn z. z. 3 Folge von Treppenfunktionen (¢,,) C 7 (R") mit lim,_ ¢, =
XRn = ].
Sei Q,, := {:L‘ € ]R"‘ |z <n ‘v’i} = Wiirfel um 0 mit Kantenldnge 2n.

©n = Xq, € T(I). lim ¢, = 1.

n—oo

(2) M C ¥« R"\ M C %, denn: Geniigt zu zeigen: M C ¥ =R"\ M C X.

Xm messbar. =Xgrmm = Xm» — X ist messbar nach 1. und Satz 9.4 (M ist ein

Vektorraum).

(3) MieX VieN=|]JM, e, denn:
v=1

Setze N, .= M;UMyU---UM, VvelN.

= N, C Ny C --- mit UNV:UMV.
v=1 v=1

= [ J M, = NjU(Nz \ N1)U(N3 \ Np)U -

v=1

N, messbar nach Satz 9.4 (3., endliche Vereinigung messbarer Mengen).

=N, \ N,_1 messbar (denn xn,\n,_, = XN, — XNo_,)-

Mit Lemma 9.6 (2.) :>U M, messbar.

v=1

(4) j(0) = 0, demn (@) — / 0. dz =0,

n

(5) Sind A, € ¥ paarweise disjunkt, so ist p (U Al,> = Z,LL(AV).
v=1

Dies folgt aus Lemma 9.6 (2.)



