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8§10 Differenzierbare Untermannigfaltigkeiten

Def. :
M C R™ heif3t differenzierbare Untermannigfaltigkeit der Dimension k :&
zu jedem a € M 3 offene Umgebung U C R™ und stetig diffbare Funktionen

fla"':fnfk:U_)R

s.d. gilt:
(a) MNU={x€U| fi(z)=...= foi(x) =0}
O(f1,enns -
(b) Rg —((9(;1’“{%’)“) (a) =n—k
Hierbei ist
on ... oh
ox1 0xn
a(fla"'7fn—/€) (CL): : - . :ﬂ
O(x1,...,xy,) She bk dx
8z1 an
S—j; ist die Funktionalmatrix von f = (fi, -+, fa_x) : R* — R**

Bed. (b) & grad fi,...,grad f,_j sind lin. unabhéngig iiber R in a.

Def. :
M c R" diffbare Untermannigfaltigkeit der Klasse €“ der Dimension k, wenn
zusitzlich fi,..., fox € €*(U) (1 < a < 0)

Beispiel :
(n — 1)-dim. Umfk. C R™ = Hyperfliche im R" =
lokal definiert durch eine Funktion f: R™ — R mit grad f # (0,...,0)

Beispiel :
Spo1:={z € R" | ||z|| = 1}, denn mit f (z) =27 +... + 22 — 1 gilt:
Sn1={z € R"| f(2) =0}

und grad f = (2zy,...,2z,) # (0,...,0)



29. November 2004 Vorlesung 12

Satz 10.1:
Sei M C R" k-dim. Umfk. der Klasse €“ und a = (aq,...,a,) € R". Nach

eventueller Umnummerierung der Koordinaten gibt es offene Umgebungen
U' c R* von d' = (ay,...,a;)
U" c R"* von d" = (ags1, ..., an)
und a-mal stetig diffbare Abbildung g : U' — U”, s.d. gilt:

MNU xU")={(x,2")eR" | 2" =g (2"}

Dabei ' = (z1,...,2%), 2" = (Tpy1,- -, )
M.a.W. : k-dim. Umfk. des R" "% Graph einer Abb. von k£ Variablen

Bewelis :

3 offene Umgebung U von a und a-mal stetig diffbare Abbildung
f= s faok) U — R mit

MNU={2zeU]| f(x) =0} und

Ryt

94 (a) =n—k
= Fiir mind. ein (n — k)-Tupel 1 <) <y < ... <y < n gilt:
a(fh"wfﬂ—k)
det 0
¢ 8(1:1-1,...,:514”7,6) (a> #

Stetigkeit der Funktionaldeterminante =
(E det da(fl—f"*’“) # 0 auf ganz U (eventuell U verkleinern)

(:”11 """ Lip—k
Umnummerierung: (B (i1, ... i) = (k+1,...,n)

Satz iiber implizite Funktionen =
3 Umgebungen U’ von @’ und U” von o’ mit U’ x U"” C U, sowie stetig
diffbare Abbildung ¢ : U’ — U” mit

MnU xU")y={(",2")eU xU" | 2" =g(2")}
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Fiir die Funktionalmatrix von g gilt:

dg 8f_(8f)1

dr’ 9z’ \dz"
Da alle Komponenten der Matrizen % und gx I (a — 1)-mal stetig diffbar sind

= g a-mal stetig diffbar.

0
Beispiel :
Ay,

Sn1 ={z e R" | ||z| = 1}
a=(ay,...,a,) € S,_1 mit a, >0
Setzen: U’ = {2’ € R"! | ||2/]| < 1} f\
und >y

. U — Ry =U" KJ
g { (T1, -y Tpe1) o /1 =2 — =22

Sui N (U x U") = {(2,2") € U' x U" | 2 = g (')}

Satz 10.2:
Sei By, :={(x1,...,2,) €E R" | 2441 = ... =2, =0} = k-Ebene in R"
Aquivalent sind:
(1) M C R" k-dim. Umfk. der Klasse €

(2) Ya € M Foffene Umgebung U C R" und € *-invertierbare Abb.
f U — V auf eine offene Menge V' C R", s.d.

F(MNU)=ENV

Also: k-dim. Umfk. von R™ verhalten sich lokal wie k-Ebenen in R”
Hierbei heifit F': U — V % *-invertierbar
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< F bijektiv und F sowie F~! von der Klasse €

A -k
R" M R

Ay
N

Beweis :
(1) = (2): Sei M C R” k-dim. Umfk. und a € M
Satz 10.1 = M = Graph einer Abb. ¢g in Umg. von a, d.h.

MAU x U ={(a,2") € U' x U" | 2" = g (z')}

Def. :

I U=U xU"—R"
) (.1',, :L‘N) N (IB/,JZ” —yq (.1',))
Sei V.= F(U), V C R" offen und F ist Diffeomorphismus der Klasse ¢*

mit

F(MNU)=VnNE,

Def. :

UcCR" V CR"” offen
F : U — V heifit Diffeomorphismus der Klasse €¢, falls F bijektiv
und F und F~! (o — 1)-mal stetig diffbar

(2) = (1): Sei F' = (F1,...,F,) : U —V €*invetierbar mit
F(MNU)=E,NV gegeben

4
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=MNU={zeU|Fyi(r)=...=F,(x) =0} und
Rg OFies, -, F) =n —k, denn
a(xl,...,xn)
Rg—d(Fl"”’Fn) =n = Beh.
d(xl,...,xn)

Top. Raum R"™ = top. Raum M C R”

induzierte Topologie von M:

Def. :
V C M offen < d offene Menge U C R®" mit V=M NU

M ist top. Raum, denn
(i) @, M offen(da @)y = M N@rn, M = M NR")

(ii) V4, Vs C M offen, d.h. 3U;, Uy C R™ offen mit Vi = Uy N M, Vj
=ViNnVo= (U N M) N (UyN M) = (U NUy) N M offen

(iii) Vi (i € I) offen in M, d.h. V; = U; N M, U; offen im R"™
=UVi=UUnM)= (U Ui) N M, also offen in M

el el el

Lemma 10.3:
Sei K C M Teilmenge

Aquvalent sind:

(1) K ist kompakt in M
(2) K ist kompakt in R"

=U,NM
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Beweis :

(2) = (1): Sei K = U[V; bel. offene Uberdeckung von K in M
— ic

z.2.: i1,...,1, €1: K = 6 Vie

V; offen in M, d.h. 3U; ofi‘lfe:n1 in R"mit V, =MnNU;

= |J U; ist offene Uberdeckung von K in R”

Ki{eolmpakt in R"= Jiy,...,i,€l,sd KCU, U---UU;
=KcU,U---ulU, )nM=V,,U---NV,,

(1) = (2): Analog

Sei T C R* offen

Def. :
¢ : T — R" stetig diffbar heifft Immersion, falls

Rg%(m):k Vo eT

Beispiel :

R — R?

Pyt (=1t (- 1)) \
M ——
¥1 2

de dp; dpo . .
- = (W’ F> = (2¢,3t*> — 1) # (0,0) = ¢ ist Immersion

Aber ¢ ist nicht injektiv, denn ¢ (1) = (0,0) = ¢ (—1)

v

Satz 10.4:
Sei 2 C R™ offen und ¢ : ) — R" eine Immersion der Klasse €
= Ve e Q Joffene Umgebung 7' C 2, s.d. ¢ (T) eine k-dim. Umfk.
der Klasse €* des R™ ist und ¢ : T — ¢ (T') ist ein Homdomorphismus.
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Def. :

f 'V — W Homdoomorphismus top. Rdume V und W <
f bijektiv und f, f~! stetig

Beweis :

Sei o = (P15, pn) : 2 — R

Da Rg% (¢) = K, so kann man nach ev. Umnummerierung der Koordinaten

77777

Nach Satz iiber die Umkehrabb. (Analysis 11, §6)
3 offene Umgebung T' C 2 C R* von ¢ und offene Menge V C R”, s.d.

(1, ypp): T =V

ein ¥*-Diffeom. ist.

Def. :
¢ = (d1,....0n) : T x R"F =V x R"* wird def. durch

¢i(t1>--'7tn) Z:¢i(t1,...,tk) furlﬁzﬁk
¢j(t1,...,tn) Z:¢j<t1,...,tn)+tj furk‘+1§j§n

ot (t, . 1)

= ¢ ist ein € “-Diffeom. (¢! ist gegeben durch
tj — (,Dj (tl,. .. 7tn)

und ¢ (T" < {0}) = ¢ (T)
Satz 10.2 = ¢ (T') ist k-dim. Umfk. der Klasse €“ und ¢ : T' — ¢ (T') ist Homéom.



