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Proposition 2 :

(1) f:M — N,g: N — P k-mal stetig diffbar
= go f: M — P k-mal stetig diffbar

(2) id: M — M ist oo oft diffbar.
Bew.: klar

Definition :

Sei M = diffbare Mfkt. der Dimension n.
Eine Teilmenge N C M heifit k-dimensionale Umfkt. von M <
Vp € N gibt es eine diffbare Karte h: U — V C R" = R¥F x R**, s.d.

h(NNU)=VNRF

A ]Rn-k

Proposition 3 :

(i) N C M diffbare Umfkt. der dim k£ = N = diffbare Mfkt. der dim &

(ii) Die kanonische Inklusion N < M ist eine diffbare Abbildung.

Bew.:

(i) M=hausdorffsch=-N=hausdorffsch (denn UCM offen=UNN offen in N)
Aus den Karten von M erhélt man Karten von V:
h:U—V wiein Def. = h|UNN:UNN — VNRF
Ist (U,) = offene Uberdeckung von M ,
so = (U, N N) = offene Uberdeckung von N — diffb. Atlas von N = (1)
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(i) Sei h:U — V C R™ Karte, s.d. h: UNN — VN RF C R* Karte von N

UNN . U

h|UNN h
v
UnNRF + V
N N
R* R*xR"*
(x1,...,25) — (x1,...,2,0,...,0) also diffbar.

Beispiele fiir diffbare Mfkt.:

R™ = diffbare Mfkt.
Die Umfkt. von §10 sind alle diffbare Mfkt.

Seien M, N diffbare Mftkt. der dim m und n und M x N := {(m,n) | m € M,n € N},

dann wird das zu einem topologischen Raum mittels

offene Mengen von M x N =

alle endl. Durchschnitte von bel. Vereinigungen von Mengen der Form:

U x Vmit U C M offen, V C N offen (= ist topologischer Raum)

M x N heifit topologisches Produkt von M und N.
M, N hausdorfsch = M, N h.d.

Bew.:
(my,n1) # (ma,ng) in M x N (Emy # msy. Da M h.d.
= AU (m1) N Uz (mg) =0
Sei Vi(ny), Va(ns)
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= (Ui(m1) x Vi(n1)) N ((Us(mz) X Va(ng)) = @ = Beh. Seien h : U — V C R™ und
h' U — V' C R" diffb. Karten von M und N

=hxh : UxU —-VxV CcR"™xR*=R"™

ist eine Karte von M x N.

Auf diese Weise erhilt man einen Atlas von M x N Kartenwechsel sind von der Form

(kx kK)o (hxK): hU)xKU) — kU)x kU
N N
Rm+n Rern

Da dieser Kartenwechsel genau dann diffbar wenn die Komponenten diffbar sind
= der Atlas ist diffbarer Atlas = M x N ist diffb. Mfkt. und heifit das Produkt von M
und N

Beispiel 1 :
St = {(x1,22) € R? | 22 + 23 = 1} (1-Sphiire)
= St x St ist diffbare Mfkt.

(S1)™ n-dim. Torus

Beispiel 2 (Der Projektive Raum RP,,) :
Sy = {(z0, - x,) € R | 31z} = n-Sphére

R]Pn::Sn/ij::]R”+1\O/x~/\:17 fir A #0

Esist also: [zg, -+, zn] = [Azo, - -+, Azp] mit A # 0 falls (zg, - -+ ,2,) # (0,---,0)

Bezeichnung: (zg : - -+ : x,) = Klasse von (xg, - - - , x,) - homogene Koordinaten

(g xy) = (Axg, -+, Axy,) mit A # 0
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Versehe RIP,, mit der Quotiententopologie:
Ist IT: R™*!\ {0} — RP,, die Projektion, so sind genau die Mengen von RP,
offen, deren Urbilder in R™™ \ {0} offen sind.

Insbesondere sind die Mengen U; := {(zg : -+ : x,) € RP,, | z; # 0} offen. Die
Abbildung
- U = Re
. (o ian) = (@o/rimy/Tiy - xifTiy o T/ TH)

ist bijektiv, also eine Karte.
Esist A:= {h; : U; = R"},—,... » €in Atlas denn |J;_, U; = RP,,.
Beh.: A ist diffbarer Atlas d.h. Kartenwechsel sind diffbar.

Bew.:

z.zg.: hj o hi' o hy(U; N U;) — h;(U; NU;) ist diffbar Vi # j

Sei (xg:---:2,) € U;NU; dh. z; # 0 # z;

hi(To : - xy) = (2024, - ,IJ%--- T /T) = Yo+ Yiets L Yist, +  Yn)

| diffbar.

hj(wo : -t n) = To/Tiy -+ aifay, - 7%7%‘,'“ s T/ ) = (Yo /Y Yir [Yis VYo 5 Y5/ Yoo

§ 12 Der Tangentialraum 7, M

T,R" = R" -

Die Tangentialvektoren in 7T,R" koénnen P
interpretiert werden als Ableitungen von

diffbaren Kurven durch p:

v

hat die Ableitung o/(0) = v
t = p+tu

a:{ (—g,e) — R”

Diese Def. 148t sich verallgemeinern auf beliebige diffbare Mfkt.
Sei M = diffbare Mfkt. und p € M.
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Definition :
2 diffb. Kurven oy : (—¢,¢) — M mit a;(0) = p und
ag: (—e,e) = M mit ap(0) =p
heiflen dquivalent, falls fiir eine Karte h : U — V C R™ um p gilt (hoaq)'(0) =
(h0 a2 (0)

hea,
u h
—_—» hott,
h(p) 3

% Vv

-£& 0 &

Lemma 1 :
Diese Def. hiingt nicht ab von der Wahl der Karte.
Bew.:

Ist g : V — V' C R" ein Kartenwechsel, so ist

(gha;)' (0) = D(gha;) =0= Dg(ha;(0)) o D(ha;)(0)
= Dg(ha;(0))(ha)'(0)

Aber: Dg(h(p)) ist bijektiv

= (gha1)'(0) = (ghas)'(0) < (hay)'(0) = (haz)'(0)

Dadurch ist eine Aquivalenzrelation definiert.

Definition :
Ein Tangentenvektor von M in p ist eine Aquivalenzrelation [a] von diffbaren
Kurven « : (—¢,e) — M mit a(0) =p
Bez.: a (0)

T,M := { Tangentenvektoren von M in p} = Tangentialraum von M in p
Sei f: M — N eine diffbare Abb von Mfkt mit f(p) = ¢
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Definition :
Die Abb.
T,

p

M — T,N
f . p q
[o] = [foaq
heifit die Tangentialabbildung oder das Diffential von f in p.

Lemma 2 :

T, f ist wohldefiniert, d.h. unabhéngig von der Wahl der diffb. Kurve.

Bew.:
Sei h: U — V C R™ Karte in p mit h(p) =:r € R"

Jede Kurve o durch p ist in p von der Form
a=h"'Bmit B:(—c,e) =V CR" B(0)=r

Sei [h'51] = [ 62] d.h. 31(0) = 35(0)
z.zg.: [fh1 5] = [fh 1]
Sei k: U’ — V' € R™ Karte von M um ¢ = f(p)

(kfh61)'(0) = D(kfh™")(r)81(0) = D(kfh~")(r)B5(0) = (kfh™"52)'(0)
= [fh7161] = [fh ' 3]



