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M = diffbare Mfkt p € M
o : (—e,€) — M mit a;(0) = p < I Karte h: U — V C R™ um p, s.d. (hooy)'(0) = (hoas)'(0)
T,M := { Aquivalenzklassen [a]} f: M — N f(p) =q

Tpf:{ LM — TipM
[a] = [fod]

Lemma 3 :
(1) Tp(ZdM) = idTpM : TpM — TpM

(ii)) Ist g : N — P diffbare Abb. von Mfk mit g(¢) =r
= Tp(go f)=Ty(g) - T,(f) : T,M — T, P

Bew:

(i) Tp(ida)la] = [idy o o] = [a]
(ii) Tp(go flla] =[(gofloal=[go(fea)]=Ty(g)lf oa] =Ty(g) o T,(f)[a]

Sei h: U — V C R" Karte um p € U C M mit h(p) =0

Fassen V' auf als Mfkt, so haben wir 2. Definition des Tangentialraumes:
(1) T,V =R"
(2) ToV = {[a] | a: (,2) — V,a(0) = 0}

Die beiden Definitionen stimmen iiberein, denn

(—e,e) — V
v € R"~ Kurve a:
t — q+tv

= [a] =v
Da h ein Diffeomorphismus, d.h. ho h™' =id, h=' o h = id und h, h~! diffbar

L3(1

L3:(2) To(h ) h_l) = To(ldv) — ) idTgV

= T,(h) o To(h™Y)

To(h™Y) o Tp(h) = e e = idp,m
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= T,(h) ist bijektive Abb.

Definiere R-VR Struktur auf 7),M, s.d.
T,(h) : T,M — T,V =R"

ein R-VR ist.
Diese R-VR Struktur héngt nicht ab von der Wahl der Karte A,
denn fiir einen Kartenwechsel g : V- — V', ¢(0) = 0 ist

Tov — Tg V/
| ||
R" Detr) R™  ein R-VR-Isomorphismus

Also: M = n-dim. diffbare Mftkt = Vp € M ist T, M ein R-VR der Dimension n

Sei f: M™ — N™ diffbare Abb. mit f(p) =¢q

Sei
M LN
U U
v Lo (+)
h | 1A
(S TN L VG
Lemma 4 :
(%) induziert:
T,M 2N T,N
~| 1= kommutatives Diagramm!
D fhY)|

R™ = Th(p)v _ h(p) Th’(q)vl = R»

d.h. in lokalen Karten ist 7}, f gegeben durch die Jacobi-Abbildung

Bew.:
z.z.: Die Abb. ~ bildet v ab auf D(h’ fh—l)\h(p)(fu)
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[h*1 (r+tv)] — [fo Bt (r + tv)]
f !
r+tv) =v=[r+tv] W f o b= (r + to)]
I
Wl (WS (r 4+ tv) ) =
= D fh)], ()

%’h(p) (

O
Insbesondere: T),f ist ein R-VR-Homomorphismus, d.h. R-linear
Bemerkung :
Sei a : R — M mit a(0) = p diffbare Kurve ~ Ty(«o) — T, M
ToR = R Die 1 € R ist Basis von ToR = R
Sei v = [a] € T,M = v =Tpa(l)
Bew.:
Die Kurve
R — R
’Ld]R
t —
représentiert den Tangentenvektor 1 € T,R = v = [q] ood=e Toalidr] = Toa(1)
Definition :

Sei ¢ : M — R diffbare Funktion

veT,M~ Typ: T,M — T,yR =R

v(p) = (Tpe)(v) € Ty R = R heiBt Richtungsableitung von ¢ in Richtung v

Ist @ : R — M eine Kurve die v repréisentiert, so ist a auch eine Abb. von diffbaren Mfkt.

= o(p) = (Lp)(v) & Tp(Tha(l))

= (T,aoTya)(1) Z Ty(poa)(l)

= leoa))

3
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In lokalen Koordinaten beschreibt sich die Richtungsableitung wie folgt:
Sei U C M eine Kartenumgebung um p € M
Identifizieren U C M mit offenem Teil von R™
= ¢|U : U — R ist diffbare Fkt. in U C R”
(%1

Istv=1| : € T,U = R", so ist nach Kettenregel:
Up,
d R d
v(p) = E|0@ o(p+tv) = izlvia—xisﬁ(p)
Also: Alte = Neue Def. von Richtungsableitung.
Insbesondere entsprechen die kanonischen Basisvektoren von R" = T,R" den
Richtungsableitungen (%_ ‘ P

Deshalb bezeichnen wir den Tangentialvektor, der durch die Kurve

{ (—e,e) — R”

reprasentiert wird mit

0 0
o %}p €T,U=T,M
= Die di_ bilden Basis von T,,M.

Achtung: Diese Basis ist nur bzgl. einer festen Karte definiert!
In lokalen Koordinaten ist: Tangentialabb. = Differential der Abb (= Jacobi-Abb.)

Definition :
Sei f: M™ — N"™ diftbare Abb. p € M rg,f := rgT,f heifit Rang von f in p.
f heiBt Immersion, falls Rg,f = dimM =m
f heifit Submersion, falls Rg,f = dimN =n Vp e M
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Lemma 5 :
Sei f: M — N stetig diffbar und Rg,f =k
= 3 Umgebung U = U(p) s.d. rg,f > kVqe U
Bew.:

Da der Rang lokal definiert ist, konnen wir (E annehemen

FR"SU—-VCR" p=0€eU

j%ﬁﬁﬁ®_<$9i:y”n

j = 17 e, Mm
(E (durch Vertauschen der Koordinaten) kénnen wir annehmen:

k
det( 0f; ) #0

90 ij=1-n

Da %f; stetig

af;  \"

:det( l(m)) #0 VreU(0)
O ij=1,

Ofi

= Rg (a%

@OZk

Der Rang kann also in einer Umgebung nicht fallen, aber er kann steigen:

Beispiel 1 :

r — X

R — R
f:{ 2

0 falls p=0

=T,f=2¢p=
! i { #0 falls p#0

Lokale Eigenschaften einer diffbaren Abb. f: M — N kann man immer bzgl. Karten

beschreiben.



8. Dezember 2004 Vorlesung 15

Genauer:
M LN
U U
pelU U’
hl LA
1% — VvV’
N N
Rm Rn

Identifiziert man U mit V und U’ mit V' soist flU: R™ DU — U’ C R™
In lokalen Koordinaten ist f gegeben durch f: R™ > U — U’ C R"™

Satz 1 (Rangsatz) :

Sei f: M™ — N™ stetig diffbare Abb. von konstantem Rg(k) lokal um p € M
= bzgl. geeigneten lokalen Koordinaten um p ist f gegeben durch

{ R*">U — V c R*
(

ml)"'axn> = (wla"'wxlmoa"'aO)



