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Satz 1 (Rangsatz) :

Sei f : Mm → Nn stetig diffbare Abb. von konstantem Rang k lokal um p ∈M
⇒ bzgl. geeigneten lokalen Koordinaten um p ist f gegeben durch{

Rm ⊃ U −→ V ⊂ Rn

(x1, . . . , xn) 7−→ (x1, . . . , xk, 0, . . . , 0)

Beweis :

Œ ist f bereits lokal gegeben durch eine differenzierbare Abbildung

Rm ⊃ U
f−→ V ⊆ Rn um 0 ∈ Rm

Rg0f = k ⇒ Œ(nach ev. Umnummerierung der Koordinaten) ist

det
( ∂fi

∂xj

(0)
)k

i,j=1
6= 0

ϕ :

{
U −→ U ′ ⊂ Rm

(x1, . . . , xm) 7−→ (f1(x), . . . , fk(x), xk+1, . . . , xm)

ist eine diffb. Abbildung mit

Dϕ =

(
∂fi

∂xj
∗

0 1

)
} k
}n− k

⇒ detDϕ(γ) = det( ∂fi

∂xj
(0)) 6= 0

Satz von der Umkehrabbildung ⇒ ∃ Umgebung U1 ⊂ U und U ′
1 ⊂ Rm, s.d.

ϕ |U1 : U1 → U ′
1 umkehrbar ist.

U1
ϕ−→ U ′

1

f ↘ ↙ g := f ◦ ϕ−1

V1

(x1, . . . , xm) 7−→ (f1(x), . . . , fk(x), xk+1, . . . , xm)

↘ ↙
(f1(x), . . . , fn(x))

⇒ g(y1, . . . , ym) = (y1, . . . , yk+1, gk+1(y), . . . , gm(y))

⇒ Dg =

(
1 0

∗ ∂gi

∂yj

)
} k
}m− k

Aber g hat lokal den Rang k, denn Rg f = k

⇒ In einer Umgebung von 0 ist
∂gi

∂yj

(y) = 0 ∀j > k
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Also etwa auf {y ∈ Rn | |yi| < ε ∀i} gilt:

∀i > k ist gi(y1, . . . , yk, yk+1, . . . , yn) = gi(y1, . . . , yk, 0, . . . , 0) =: gi(y1, . . . , yk)

⇒ g(y1, . . . , ym) =
(
y1, . . . , yk, gk+1(y1, . . . , yk), . . . , gm(y1, . . . , yk)

)
Wir betrachten jetzt die Koordinatentransformation

ψ :

{
Rn −→ Rn

(z1, . . . , zn) 7−→
(
z1, . . . , zk, zk+1 − gk+1(z1, . . . , zk), . . . , zn − gn(z1, . . . , zk)

)
(
ψ−1 existiert und ist gegeben durch

(z1, . . . , zn) 7→
(
z1, . . . , zk, zk+1 + gk+1(z1, . . . , zk), . . . , zn + gn(z1, . . . , zk)

))
⇒ ψ◦g(y1, . . . , ym) = ψ

(
y1, . . . , yk, gk+1(y1, . . . , yk), . . . , gn(y1, . . . , yk)

)
= (y1, . . . , yk, 0, . . . , 0)

Aber: ψ ◦ g = ψ ◦ f ◦ ϕ−1. Das liefert die Behauptung.

Korollar :

(1) Ist f : Mm → Nn eine Immersion lokal um p ∈M , d.h. Rgpf = m, so ist f

lokal gegeben durch

(x1, . . . , xm) 7−→ (x1, . . . , xm, 0, . . . , 0)

(2) Ist f : Mm → Nn eine Submersion lokal um p ∈M , d.h. Rgpf = n, so ist

f lokal um p gegeben durch

(x1, . . . , xm) 7−→ (x1, . . . , xn)

Bemerkung : In (1) ist f lokal injektiv, muss aber nicht global injektiv sein.
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Beispiel : f :

{
R −→ S1 = {z ∈ C | |z| = 1}
t 7−→ e2πit

Sei f : Mm → Nn diffbare Abbildung diffbarer Mannigfaltigkeiten.

Def. :

q ∈ N heißt regulärer Wert von f , falls gilt:

Rgpf = n ∀p ∈ f−1(g)

(Insbesondere m ≥ n)

Satz 2 (Satz vom regulären Wert) :

Ist q ∈ N ein regulärer Wert der C∞-Abb. f : Mm → Nn, so ist

f−1(q) ⊂M

eine diffbare Untermannigfaltigkeit der Dimension m−n von M

Beweis :

Sei p ∈ f−1(q). Nach Rangsatz hat f in lokalen Koordinaten um p die Gestalt

f(x1, . . . , xm) = (x1, . . . , xn)

q hat dabei die Koordinaten 0 ∈ Rn.

⇒ f−1(0) ist lokal durch die Gleichung x1 = . . . = xn = 0 gegeben.

Das ist aber eine Untermannigfaltigkeit der Dimension m−n.
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§13 Alternierende Multilinearformen

Sei V ein n-dim. R-VR (später immer V = TpM)

∀k ∈ N sei V k :=
k⊗

i=1

V = {(v1, . . . , vk) | vj ∈ V }

Def. :

Eine Multilinearform vom Grad k oder kurz k-Form ist eine multilineare Abb.

f : V k → R

d.h. es gilt ∀i = 1, . . . , k, ∀λ, µ ∈ R, vi, v, w ∈ V

f(v1, . . . , vi−1, λv + µw, vi+1, . . . , vk) =

λf(v1, . . . , vi−1, v, vi+1, . . . , vk) + µf(v1, . . . , vi−1, w, vi+1, . . . , vk)

Beispiel :

Ein Skalarprodukt < •, • >: V × V → R ist eine 2-Form.

Eine 1-Form ist l : V → R, also ein Element von V ∗.

Die Menge aller k-Formen auf V bildet einen R-VR, den wir mit F kV bezeichnen.

Lemma 1 :

dimV = n⇒ dimF kV = nk

Beweis :

Sei {e1, . . . , en} eine Basis von V .

Wegen der Multilinearität ist eine k-Form eindeutig festgelegt durch ihre Werte

auf allen k-Tupeln (ei1 , . . . , eik) und diese Werte kann man beliebig vorgeben.

⇒ F kV = {f : (ei1 , . . . , eik) → R | 1 ≤ iν ≤ n, ν = 1, . . . , k}
⇒ Die k-Tupel bilden Basis von F kV ⇒ dimF kV = nk

Setze F 0V := R
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Proposition 2 :

Für eine k-Form f : V k → R sind äquivalent:

(1) f(v1, . . . , vk) = −f(v1, . . . ,

#i︷︸︸︷
vj , . . . ,

#j︷︸︸︷
vi , . . . , vk)

(2) f(v1, . . . , vk) = sign(σ) · f(vσ(1), . . . , vσ(k)) ∀σ ∈ Sk, wo

sign(σ) =
∏
i<j

i− j

σ(i)− σ(j)

(3) f(. . . , v︸︷︷︸
#i

, . . . , v︸︷︷︸
#j

, . . .) = 0

Beweis :

(1) ⇔ (2) : Folgt daraus, dass die Gruppe Sk von Transpositionen erzeugt wird.

(1) ⇒ (3) : f(. . . , v︸︷︷︸
#i

, . . . , v︸︷︷︸
#j

, . . .) = −f(. . . , v︸︷︷︸
#i

, . . . , v︸︷︷︸
#j

, . . .) ⇒ = 0

(3) ⇒ (1) : 0 = f(. . . , vi + vj︸ ︷︷ ︸
#i

, . . . , vi + vj︸ ︷︷ ︸
#j

, . . .) =

= f(. . . , vi︸︷︷︸
#i

, . . . , vi︸︷︷︸
#j

, . . .) + f(. . . , vi︸︷︷︸
#i

, . . . , vj︸︷︷︸
#j

, . . .)+

+ f(. . . , vj︸︷︷︸
#i

, . . . , vj︸︷︷︸
#j

, . . .) + f(. . . , vj︸︷︷︸
#i

, . . . , vi︸︷︷︸
#j

, . . .)

⇒ f(. . . , vi︸︷︷︸
#i

, . . . , vj︸︷︷︸
#j

, . . .) = −f(. . . , vj︸︷︷︸
#i

, . . . , vi︸︷︷︸
#j

, . . .)

Def. :

Eine k-Form f : V k → R heißt alternierend, wenn eine der 3 Bedingungen aus

Proposition 2 erfüllt ist.

Altk(V ) := {f ∈ F kV | f alternierend } ist ein UVR von F kV

Proposition 3 :

Sei f : V k → R alternierend.

Sind {v1, . . . , vk} ∈ V lin. abh. ⇒ f(v1, . . . , vk) = 0

5



13. Dezember 2004 Vorlesung 16

Beweis :

{v1, . . . , vk} ∈ V lin. abh. ⇒
k∑

i=1

αivi = 0 und nicht alle αi = 0

Œ αk = 1 ⇒ vk = −
k−1∑
i=1

αivi

f(v1, . . . , vk) = f(v1, . . . , vk−1,−
k−1∑
i=1

αivi) = −
k−1∑
i=1

αif(v1, . . . , vk−1, vi) = 0

Korollar :

k > dimV ⇒ Altk(V ) = 0

Die Gruppe Sk operiert auf F kV mittels{
Sk × F kV → F kV

(σ, f) 7→ σ ◦ f

Wobei σ ◦ f(v1, . . . , vk) = sign(σ)f(vσ(1), . . . , vσ(k))

Nach Proposition 2 gilt: f ∈ Altk(V ) ⇔ σ ◦ f = f ∀σ ∈ Sk

Definiere Projektion p :

 F kV → F kV

f 7→ 1
k!

∑
σ∈Sk

σ ◦ f

Lemma 4 :

p ist eine Projektion, d.h. eine R-lineare Abbildung mit p2 = p.

Beweis :

p ist offensichtlich R-linear.

Nach Proposition 2 ist Im p ⊂ Altk(V ), denn ∀τ ∈ Sk ist

τ
( 1

k!

∑
σ∈Sk

σ ◦ f
)

=
1

k!

∑
σ∈Sk

(τσ) ◦ f =
1

k!

∑
(τσ)∈Sk

(τσ) ◦ f =
1

k!

∑
σ∈Sk

σ ◦ f

Sei f ∈ Altk(V ) z.z. p(f) = f

p(f) = 1
k!

∑
σ∈Sk

σ ◦ f = 1
k!

∑
σ∈Sk

f = k!
k!
f = f
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