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Satz 1 (Rangsatz) :
Sei f: M™ — N™ stetig diffbare Abb. von konstantem Rang k lokal um p € M
= bzgl. geeigneten lokalen Koordinaten um p ist f gegeben durch

{ R"S>U — V c R"
(

1,y Ty) — (T1,...,24,0,...,0)

Beweis :

(E ist f bereits lokal gegeben durch eine differenzierbare Abbildung
R">U - VCR®  um0eR™

Rgof = k = (E(nach ev. Umnummerierung der Koordinaten) ist

Afi o\
awj (0))1'7]':1 7£ 0

{ U — U CR™
T @) s (F@)s o o) Basts )

ist eine diffb. Abbildung mit

Ofi
(o | *) FE
DSO_(O 11) Yn—k
= det Dp(v) = det(%(O)) # 0

Satz von der Umkehrabbildung = 3 Umgebung U; C U und U] C R™, s.d.
©| Uy : Uy — U] umkehrbar ist.

det (

v = Ul (1, .. ) — (fi(@), s frl@), Thogts s T
f\ S gi=Ffopt N /

= g1 Ym) = W1, Uktt G 1 (Y)s -, G (Y))

1 0 +k
= Dg= * 99: tm—k

Ay,

Aber g hat lokal den Rang k, denn Rg f = k

9y
= In einer Umgebung von 0 ist 89 (y)=0V5 >k
Yj
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Also etwa auf {y € R™ | |y;| < e Vi} gilt:
Vi >k ist ¢;(y1, - Yk, Yktts - YUn) = Gi(Y1s o Uk, 0o, 0) =2 gi(yn,y -+, Uk)

= g1 Ym) = (W1 U Gt (W U)o G (s U))

Wir betrachten jetzt die Koordinatentransformation

{ R"  — R"
(R
(Zl,.

CyZn) (zl,...,zk,zkﬂ—gkﬂ(zl,...,zk),...,zn—gn(zl,...,zk))

<¢*1 existiert und ist gegeben durch

(21, .-+, 2n) — (zl, ey 2k 2kt F g1 (21, o 2h)y ey 2 gn(21, - ,zk))>

:>wog<y17"'7ym) :w(yla"'7ykagk+l<y17"'7yk)7'--agn(y1;"-7yk)) = (yl;-"ayk’aOa"'

Aber: 1o g =10 fop L Das liefert die Behauptung.

Korollar :

(1) Ist f: M™ — N" eine Immersion lokal um p €M, d.h. Rg,f = m, so ist {
lokal gegeben durch

(1, Tm) — (21, .+, Ty, 0,...,0)

(2) Ist f: M™ — N™ eine Submersion lokal um p €M, d.h. Rg,f = n, so ist
f lokal um p gegeben durch

(X1, ooy T) — (X1, .., )

Bemerkung : In (1) ist f lokal injektiv, muss aber nicht global injektiv sein.

70)
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R — S'={zeC||z|]=1}

t 627Tit

Beispiel : f: {

R 4

Sei f: M™ — N™ diffbare Abbildung diffbarer Mannigfaltigkeiten.

Def. :
q € N heifit regularer Wert von f, falls gilt:

Rg,f=n VYpe f(g)

(Insbesondere m > n)

Satz 2 (Satz vom reguldren Wert) :

Ist ¢ € N ein reguldrer Wert der €*°-Abb. f: M™ — N", so ist
fHa)c M

eine diffbare Untermannigfaltigkeit der Dimension m—n von M

Beweis :

Sei p € f7!(q). Nach Rangsatz hat f in lokalen Koordinaten um p die Gestalt

flzr, o xm) = (21, ..., )

¢ hat dabei die Koordinaten 0 € R".
= f71(0) ist lokal durch die Gleichung z; = ... = z,, = 0 gegeben.

Das ist aber eine Untermannigfaltigkeit der Dimension m—n.
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§13 Alternierende Multilinearformen

Sei V ein n-dim. R-VR (spéter immer V = T,M)
k

Vke Nsei VF:i=QV ={(v1,...,v) | v; €V}
i=1

Def. :
Eine Multilinearform vom Grad k oder kurz k-Form ist eine multilineare Abb.

f:vVF=R
dhoesgiltVi=1,....k, VA, u e R, v;,v,w eV
fo1,. 0 01, A0+ pw, vigq, ..., V) =

)\f(’Ul, ey Vi1, U, U541, - - ,Uk) + /,Lf(l}l, ey Vi1, W, Vg gy - - - ,'Uk)

Beispiel :
Ein Skalarprodukt < e, >: V' x V' — R ist eine 2-Form.

Eine 1-Form ist [ : V' — R, also ein Element von V*.

Die Menge aller k-Formen auf V bildet einen R-VR, den wir mit F*V bezeichnen.

Lemma 1 :
dimV =n = dimF*V = nk

Beweis :
Sei {ei,...,e,} eine Basis von V.
Wegen der Multilinearitét ist eine k-Form eindeutig festgelegt durch ihre Werte
auf allen k-Tupeln (e;,, ..., e; ) und diese Werte kann man beliebig vorgeben.
=PV ={f:(es,...,e;,) = R|1<i, <n, v=1,...,k}
= Die k-Tupel bilden Basis von F*V = dimF*V = n*

Setze FOV := R
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Proposition 2 :

Fiir eine k-Form f : V¥ — R sind dquivalent:

#i #J
(1) flor,...,o8) = =flor, ..., 700,70 e vg)

(2) flor,...,0) = sign(o) - f(Vo1), -, Vok)) VO € Sk, WO

. B i—J
o) =11 56—

i<j
3) f...,;0v ..., v ,...)=0
#i #J
Bewelis :

(1) & (2) : Folgt daraus, dass die Gruppe S von Transpositionen erzeugt wird.

M=) :f(.., v ooy v o) =—f(..;, v ..., v ,...)==0
#i #i #i #j
B)=0Q):0=f(..,vi4+v;,....0+vj,...) =
~—— S——
#1 #7
=Jes U yeeey Vg o, J0ey vy oy U L)
i )+ J( i)
#1 #j #i #J
+ flooy vy, v ) f v e U
( j i)+ j ‘ )
#i #Jj #i #J
= , Ui, , Ui, = — R T O/
i i) =—f( j )

#i #j #i #3

Def. :

Eine k-Form f : V¥ — R heiit alternierend, wenn eine der 3 Bedingungen aus
Proposition 2 erfiillt ist.

AltR (V) := {f € F*V | f alternierend } ist ein UVR von F*V

Proposition 3 :

Sei f: V¥ — R alternierend.
Sind {vy,...,v} € V lin. abh. = f(vy,...,v,) =0
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Beweis :

k
{v1,...,vx} € V lin. abh. = >~ a;v; = 0 und nicht alle a; = 0
i=1

k—1
E agp=1=v=-> au;
i=1

k—1 k—1
flor, .. o8) = flog, oo vk1,— D0 ) = — > apf(vr, .. vp1,0;) =0
i=1 i=1

O
Korollar :
k> dimV = Alt*(V) =0
Die Gruppe S; operiert auf F*V mittels
Sy x F*V — F*V
(0,f) = oof
Wobei o o f(v1,...,vx) = sign(o) f(Ve), - - - Vo))
Nach Proposition 2 gilt: f € Alt*(V) < oo f = f Vo € S,
FFV o — FFy
Definiere Projektion D JR—— % Y oo f
ocESk
Lemma 4 :
p ist eine Projektion, d.h. eine R-lineare Abbildung mit p? = p.
Beweis :
p ist offensichtlich R-linear.
Nach Proposition 2 ist Imp C Alt*(V), denn V7 € S}, ist
1 1 1 1
(g oof) =5 (ro)of=5 Y (ro)of=5) oof
oESE ocESE (TU)ESk €Sy,
Sei f € AUNV) .z p(f) = f
p)=g X oof=g X f=5f=1
oES ocESK
[



