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§14 Differentialformen auf R"

R", pe R"”
TLR*"={p+v|veR"}}=p+R"
T,R" — R"

ptuv—wv
Wir fassen T,R" immer bzgl. dieser Identifikation als R" auf.

3 kanonische Bijektion {

Sei e; = (1,0,...,0),...,¢e,
o _ 8

Ox; ~ Oz Ip

(0,...,0,1) die kanonische Basis von R" = T,R™.

Wir kénnen e; mit identifizieren.

Definition :
Ein Vektorfeld auf R™ ist eine Abb.

R" — (U T,R"

peR™
o) = Y aiple = 3 ailp) 5o

mit Funktionen ¢q; : R™ — R.
Ein VF v auf R™ heifit diffbar (co oft diffbar), wenn alle a; diffbar sind.

Vp € R" sei (T,R")* der Dualraum.
Es bezeichne {dxi|p liz1,.. n} die duale Basis von {(%‘p}, d.h. dxi‘p (i ) =0y

9z Ip
Eine Form vom Grad 1 auf R"™ ist eine Abb.

w:R"— U (T,R™)*
peR™
Eine Differentialform vom Grad 1 auf R” oder kurz (diffb.) 1-Form auf R™ ist eine Abb.
w:R"— U (T,R")* derart, dass

peR™

mit diffbaren Funktionen a; : R™ — R

Beispiel :
f:R"™ — R diffbar.
Das Differential df ist definiert durch | df ‘p(vp) =uv,(f) VpeR"VWu, e R"
= Richtungsableitung von f in Richtung v, an der Stelle p
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Wir hatten in §13:

{dz;; N+ A d:cik|p |1 <4 <iy<---<ip <n}ist Basis von Alt"(T,R")

Eine Differentialform vom Grad k auf R™ oder kurz (diffbare) k-Form ist eine Abb.
o:R"— |J AltF(T,R") derart, dass

peR?
o(p) = Z aiy ., (p) dzy, |p A...Ndx;, ‘p =: Z iy iy dziy Ao AN dxy,
1<i1<...<ig<n 1<i1 <. <i<n

mit diffbaren Funktionen a;, ; : R" — R

§13 Korollar = Sind wy,...,w; 1-Formen und vy, ...,v, VF auf R", so ist

(1 Ao A i) (v, .., o) = det(pi(vy))

insbesondere
1 k (ale ax]k) J1--Jk 1J1 kJk
0 sonst
Schreibweise: [ : 1 <4 < ... <1, <n
P = Z ardr; == Z i, i dzi, N ..o N dxy,
I 1<ii<..<ip<n

Eine (diffbare) 0-Form auf R" ist eine diffbare Funktion f : R" — R

Beispiele fiir R3:
O-Formen: f: R® — R
1-Formen: aidx| + asdxrs + asdrs
2-Formen: ajadr; A dze + ai3dz; A dzs + asszdrs A dxs

3-Formen: aq93dz; A dzo A dxs

Sei w; = > ardxy, wy =) bydx; diffbare k-Formen.
T T

= W +wy = Z(al + by)dz;
I

Sei w =Y ardzr; k-Form und ¢ = ) aydz; I-Form
T J

:>w/\go::Zafdxf/\ZdexJ:ZaIdexIAde
J

I 1,J

ist eine diffbare (k + [)-Form.
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Beispiel :
w = x1dxy + xodry + T3d2r3 1-Form auf R3

0 = x1dxy A dvy + dvy Ades  2-Form auf R3

w A 2 (.Z'ldiCl + l’gdl‘g + $3d56'3) A (:cld:vl A\ dl’g + d£C1 VAN dl‘g)

a:fda:l Adzy N dzy + x1dxy A dxy A drs + T129dxs A dxg A day
+ ZL’Qd!EQ VAN de’l VAN dZL’3 + l'1£L'3dZE3 VAN d[L’l VAN dZEQ + l‘gdl’g A dl‘l A dl‘g

—QZQdSCl N dQJg VAN d$3 + $1$3d.§61 A dQZQ N d233

(123 — x9)dxy A dxg A dxs

Proposition 2 :

Sei w = k-Form, ¢ = [-Form, ¢ = m-Form auf R"

(1) wA(p+y)=wAhp+wAyfallsl=m
(2) whe= (D" rw
B) (whAp) A =wA(pAY)

Bew.:
§ 13 Proposition 5

Beispiel :
Obwohl w A w = 0 fiir 1-Formen ist, gilt nicht notwendig w A w = 0 fiir
beliebige k-Formen: z.B. w = dx; A dxo + dxs A dxy auf R*

wAw = (dry Ndzy+ dxs Adry) A (dey A dzy + dag A dzy)
= dxy Ndxy ANdxy Adrg 4+ dxy A dxg A dxs A dxy +
4+ drs Ndxg N\ dry Adxy + drs A\ drg N\ des A dry
= 2(dx; Ndxs Ndxs Adxy) #0

Sei f: R™ — R™ diffbar. Fiir jedes p € R™ ist df\p = nyp : T,R™ — Ty, R™ ein

VR-Homomorphismus, das Differential von f in p

§ 13 Proposition 7 = df, induziert einen R-VR Homomorphismus

(df,)* = Alt*(df,) : Altk<Tf(P)Rn) — Alt*(T,R")
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Das gilt Vp € R" = f induziert Abb. f*: {k-Formen auf R™} — {k-Formen von R"},

nédmlich: ist w eine k-Form auf R™ (k > 1)
f*w}p(vl, Ce V) = w|f(p)(dfp(vl), o dfp(vg)) Vp e R™, Yoy,... v, € T,R"
Fiir 0-Formen setzen wir: f*g:=go f

Lemma 2 :

Sei f: R™ — R™ diffbar, ¢, = k-Formen auf R™, g = 0-Form auf R™
(1) fre+v)=fe+ [V
(2) f(gp) = frg- [

(3) Sind wy,...,w, 1-Formen auf R™ so ist
flwr Ao Awg) = (ffor) Ao oA (ffor)

Bew.:
Sei p e R, vy,...,v, € T,R"
(1)
f*(QD + w)|p(1}1, s 7Uk> = (90 + ¢)|f(p)(dfp(vl)a T 7dfp<vk)>
= Sp‘f(p)(dfp(vl)w"7dfp(vk’))+
+ w’f(p)(dfp<vl)v s 7dfp(vk‘))
— (f*gp)‘p(vl,...,vk)—l-(f*w)|p(vl,...,vk)
(2)
f*<g : 90)|p(U1, s 7Uk) = (ggp)lf(p)(dfp(vl)a s adfp(vk>>
- gof(p) 'Qo}f(p)(dfp(vl)w"7dfp(vk))
= f*g|p'(f*(:0)‘p<vla"'7vk)
(3)

f(er Ao A gok)|p(vl, o vE) = (eI ALA @k)‘f(p)(dfp(vl), oo dfy(vr))
— detlin] (4 (1))
— det(f ] (o)
= f*301‘p Ao A f*gok’p(vl, cey UE)
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Sei R" = R"(x1,...,x,), R =R™(y1,...,Ym)
= f:R" — R™ ist gegeben durch y; = fi(x1,...,2n), ., Ym = fuu(x1, ..., 2)
Vpe R"ist df;| : T,R" — TR =R
Das liefert die Abb.
R — U (TR

pER™ also eine 1- Form

p’—’dfz‘|p

Also : df; ist das Differential von f;.
Das gilt Vf € €°°(R"). Insbesondere: dz; = das Differential der Funktion z;

Korollar :
w=Y ardyr k-Form auf R™
T
= ffo=> ai(fi,..., fm) dfi, N NdAS;,
T

Bew.:

* L2(1),(2) * *
o =N an) f(dys AN dy)
I

L2(3)

=7 flan)(frdyi, A A [y
I
Aber Vp € R", Vv € T,R" ist:

Pyl (0) = dy,,(df], @)

= (dyio df)‘p(ﬂ)
d(y; o f)|p(v) (Kettenregel)
df;| (v) = frdy; = dfi

:f*w:;aj(fl,...,fm) df“ /\.../\df,'k

Bemerkung :

Ist U C R" offen, so ist eine k-Form auf U eine Abb. U — |J Alt*(T,R"), s.d.

w(p) = ar(p)dar|,

mit a; : U — R diffbar auf U.



