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Beispiel: Sei U := {(r, θ) | r > 0, 0 < θ < 2π} ⊂ R2

Sei f : U → R2 = R2(x, y) geg. durch

{
x = r cos θ

y = r sin θ

ω = − y

x2 + y2
dx+

x

x2 + y2
dy 1-Form auf R2 \ {0}

Was ist f ∗ω ?

f ∗dx = d(f1(r, θ)) = d(r cos θ) = cos θdr − r sin θdθ

f ∗dy = d(f2(r, θ)) = d(r sin θ) = sin θdr + r cos θdθ

f ∗ω = f ∗
(
− y

x2 + y2

)
f ∗dx+ f ∗

(
x

x2 + y2

)
f ∗dy =

= −r sin θ

r2
cos θdr +

r sin θ

r2
r sin θdθ +

r cos θ

r2
sin θdr +

r cos θ

r2
r cos θdθ =

=

(
−sin(θ) cos(θ)

r
+

sin(θ) cos(θ)

r

)
dr + (sin2(θ) + cos2(θ))dθ = dθ

Proposition 3

Seien f : Rn → Rm, g : Rp → Rn differenzierbar.

ϕ, ψ Diffeomorphismen auf Rm ⇒

(1) f ∗(ϕ ∧ ψ) = f ∗ϕ ∧ f ∗ψ

(2) (f ◦ g)∗ϕ = g∗f ∗ϕ

Beweis:

(1) Sei yi = fi(x1, . . . , xn) i = 1, . . . ,m

ϕ =
∑
I

aIdyI , ψ =
∑
J

bJdyJ

⇒ f ∗(ϕ ∧ ψ) = f ∗

(∑
I,J

aI(y1, . . . , ym)bJ(y1, . . . , ym)dyI ∧ dyJ

)
=

=
∑
I,J

aI(f1, . . . , fm)bJ(f1, . . . , fm)dfI ∧ dfJ =

=
∑

I

aI(f1, . . . , fm)dfI ∧
∑

J

bJ(f1, . . . fm)dfJ =

= f ∗ϕ ∧ f ∗ψ
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(2)

(f ◦ g)∗ϕ =
∑

I

aI

(
(f ◦ g)1, . . . , (f ◦ g)m

)
d(f ◦ g)I

Kettenregel
=

=
∑

I

aI (f1(g1, . . . , gn), . . . , fm(g1, . . . , gn)) dfI ◦ dg =

= g∗

(∑
I

aI(f1, . . . , fm)dfI

)
=

= g∗f ∗(ϕ) �

Proposition 4

Sei g : Rn → R differenzierbarbar, d.h. eine 0-Form

⇒ dg =
n∑

i=1

∂gi

∂xi
dxi

Beweis: ∀p ∈ Rn ∀v =
n∑

i=1

vi
∂

∂xi
|p ∈ TpR

n ist

dg|p(v) = dg|p
(

n∑
i=1

vi
∂

∂xi
|p
)

=
n∑

i=1

vidg|p
(

∂
∂xi
|p
)

=
n∑

i=1

vi
∂g
∂xi

(p) =
n∑

i=1

∂g
∂xi

(p)dxi|p(v) =

n∑
i=1

∂g
∂xi

(p)dxi|p
(

n∑
i=1

vj
∂

∂xj
|p
)

=
n∑

i=1

n∑
j=1

vj
∂g
∂xi

(p) dxi|p
(

∂

∂xj

∣∣
p

)
︸ ︷︷ ︸

=δij

=
n∑

i=1

vi
∂

∂xi
(p) �

Allgemein: Sei ω =
∑

I aIdxI eine k-Form auf Rn

Definition:

dω :=
∑

I daI ∧ dxI ist (k+1)-Form auf Rn. dω heißt äußeres Differential oder

äußere Ableitung von ω.

Beispiel:

ω = xyzdx+ yzdy + (x+ z)dx

⇒ dω = d(xyz) ∧ dx+ d(yz) ∧ dy + d(x+ z) ∧ dx =

= yz dx ∧ dx+ xz dy ∧ dx+ xy dz ∧ dx+

+ z dy ∧ dy + y dz ∧ dy + dx ∧ dx+ dz ∧ dx =

= −xz dx ∧ dy − (xy + 1) dx ∧ dz − y dy ∧ dz

2



22. Dezember 2004 Vorlesung 19

Proposition 5

(a) ϕ1, ϕ2 k-Formen

⇒ d(ϕ1 + ϕ2) = dϕ1 + dϕ2

(b) ϕ = k-Form, ψ = l-Form

⇒ d(ϕ ∧ ψ) = dϕ ∧ ψ + (−1)kϕ ∧ dψ

(c) ddϕ = 0

(d) f : Rm → Rn diffbar, ϕ = k-Form ⇒ d(f ∗ϕ) = f ∗dϕ

Beweis:

zu (a) ϕ1 =
∑
I

aIdxI , ϕ2 =
∑
I

bIdxI

d(ϕ1 + ϕ2) = d

(∑
I

(aI + bI)dI

)
=
∑
I

d(aI + bI) ∧ dxI =
∑
I

(daI + dbI) ∧ dxI =

= d(
∑
I

aI ∧ dxI) + d(
∑
I

bI ∧ dxI) = dϕ1 + dϕ2

zu (b) ϕ =
∑
I

aIdxI ψ =
∑
J

aJdxJ

⇒ ϕ ∧ ψ =
∑
I,J

aIbJdxI ∧ dxJ

⇒ d(ϕ ∧ ψ) =

=
∑

I,J d(aIbJ) ∧ dxi ∧ dxJ =
∑
I,J

bJdaI ∧ dxI ∧ dxJ +
∑
I,J

aIdbJ ∧ dxI ∧ dxJ =

=

(∑
I

daI ∧ dxI

)
∧
∑
J

bJdxJ + (−1)k
∑
I

aIdxI ∧
∑
J

dbJ ∧ dxJ =

= dϕ ∧ ψ + (−1)kϕ ∧ dψ

zu (c)

1. Fall: ϕ = 0-Form, also ϕ :

{
Rn → R

(x1, . . . , xn) 7→ ϕ(x1, . . . , xn)

d(dϕ)
Prop 4

= d

(
n∑

j=1

∂ϕ

∂xj

dxj

)
Def
=

n∑
j=1

d

(
∂ϕ

∂xj

)
∧ dxj

Prop 4
=

n∑
j=1

n∑
i=1

(
∂2ϕ

∂xj∂xi

dxi

)
∧ dxj =

=
∑
i<j

(
∂2ϕ

∂xi∂xj

− ∂2ϕ

∂xi∂xj

)
dxi ∧ dxj = 0

2. Fall: ϕ =
∑
I

aIdxI k-Form

wegen (a) o.B.d.A. ϕ = a(x)dxI mit a 6= 0

dϕ = d(adxI)
(b)
= da ∧ dxI + (−1)0addxI

Nun ist ddxI = d(1dxI) = d1 ∧ dx1 = 0

⇒ ddϕ = d(da ∧ dxI)
(b)
= dda ∧ dxI︸ ︷︷ ︸

=0 nach Fall 1

+(−1)0da ∧ ddxi︸︷︷︸
=0

= 0
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zu (d)

1. Fall ϕ = 0-Form ϕ : Rn → R Rn = Rn(y1, . . . , yn)

f ∗dϕ
Prop4
= f ∗

(
n∑

i=1

∂ϕ

∂yi

dyi

)
=

n∑
i=1

∂ϕ(f1, . . . , fn)

∂yi

dfi =

=
n∑

i=1

∂ϕ(f1, . . . , fn)

∂yi

n∑
j=1

∂fi

∂xj

dxj =
n∑

j=1

(
n∑

i=1

∂ϕ(f1, . . . , fn)

∂yi

∂fi

∂xj

)
dxj =

Kettenregel
=

n∑
j=1

∂(ϕ ◦ f)

∂xj

dxj = d(ϕ ◦ f) = d(f ∗ϕ)

2. Fall ϕ =
∑
I

aIdxI k-Form

d(f ∗ϕ) = d

(∑
I

f ∗(aI)f
∗(dxI)

)
=
∑

I

d(f ∗(aI)) ∧ f ∗dxI =

1.Fall
=

∑
I

f ∗daI ∧ f ∗dxI
Prop 3(1)

= f ∗

(∑
I

daI ∧ dxI

)
= f ∗(dϕ)

§ 15 Differentialformen und Vektorfelder auf Mfkt.

Sei M = diffbare Mf p ∈M
TpM = {[α̇(0)] | α : (−ε, ε) →M, α(0) = p} ' Rn

f : M → N diffbare Abb.

dfp = Tpf :

{
TpM → Tf(p)N

[α̇(0)] 7→ [ ˙(f ◦ α)(0)]

das Differential der Abbildung f in p.

Definition:

Eine k-Form auf M ist eine Abbildung

ϕ :

 M →
⋃

p∈M

Altk(TpM)

p 7→ ϕ|p = ϕ|p(v1, . . . , vk)

Sei f : M → N diffbare Abbildung diffbarer Mannigfaltigkeiten

k-Formen kann man mittels f zurückziehen.

Sei ψ = k-Form auf N.
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Definition:

f ∗ψ|p(v1, . . . , vk) := ψ|f(p)(dfp(v1) . . . dfp(vk)) p ∈M, v1, . . . , vk ∈ TpM

Also f ∗ψ|p ∈ Altk(TpM) ∀p, d.h.f ∗ψ = k-Form auf M

Sei U ⊂M offen und x :

{
U → V ⊂ Rn

p 7→ x(p) = (x1(p), . . . , xn(p))
eine diffbare Karte.

⇒ (x1, . . . , xn) die kanonischen Koordinaten von V ⊂ Rn(d.h.∀x ∈ V ist x =
n∑

i=1

xiei)

Jede Differentialform vom Grad k auf V ⊂ Rn läßt sich eindeutig schreiben als∑
I

aIdxI =
∑

16i1<...<ik6n

ai1,...,ik(x1, . . . , xk)dx1 ∧ . . . ∧ dxk

mit aI diffbar auf V .

Da x : U → V diffbare Abbildung von Mfk., so ist x∗ (
∑
aIdxI) eine k-Form auf U.

Nach Definition ist ∀p ∈M ∀v1, . . . , vk ∈ TpU :

x∗

(∑
I

aIdxI

)
(v1, . . . , vk) :=

∑
I

aI(x)dxI |x(p)

(
dx|p(v1), . . . , dx|p(vk)

)

Diese k-Form bezeichnet man kurz als:∑
aIdxI =

∑
aI(x)dxI

Man identifiziert U mit V mittels x in dieser Bezeichnung
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