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Beispiel: Sei U := {(r,0) | r > 0,0 < § < 27} C R?

o, 2 2 xz =1rcosf
Sei f:U — R? =R*(x,y) geg. durch
y =rsinf
Y z 2
w=-— dr + ———dy 1-Form auf R\ {0}

$2+y2 x2+y
Was ist ffw 7

ffdx = d(fi(r,0)) = d(rcosf) = cosfdr — rsin 0do
f*dy = d(fa(r,0)) = d(rsinf) = sin Odr + r cos 6df

fo = f*<_x2y 2>f*dx+f*(x2i >f*dy:

— rs;n&c s Odr —|— - 6’rs.inGalQ—i-TCOS&smGd + Sercos&d@—
0 0 0 0
_ (_sm( ) cos( )+ sin( )TCOS( )) dr + (sin®(8) + cos®(0))df = db
r

Proposition 3

Seien f: R" — R™, g:RP — R" differenzierbar.
v, 1) Diffeomorphismen auf R™ =

(1) fleny)=foNfY
(2) (fog)o=ygf

Beweis:

(1) Seiy; = fi(x1,...,x,) 1=1,....m
@Z;aldwa @D:;deyJ
= [fleny) = (Zaz Yis- - Ym bJ(yh---,ym)dyI/\dyJ) =
= Zal fl?"'>fm bJ(fla"'afm)de/\de:

= Z‘“ Ji,oos fm) dff/\ZbJ(fh---fm)de:
T 7
= ffoNfY
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(2)
(Fog)e = D ar((fogh ...(fogm)d(fog) "=

1

= Zal(fl(gla"'7gn)7"'7fm(gl7'"7gn))dffodg:

I

= g (Za,(fl,...,fm)df,> —

= g () O

Proposition 4

Sei g : R — R differenzierbarbar, d.h. eine 0-Form

= dg = ggi dx;

i=1

Beweis: Vp € R" Vv =Y v |, € T,R" ist
i=1 ‘

dal0) = daly (Sviely) = Sl (1) = Lot = 5 2 al) -

n n n n a n
i)
5 g2 e, (o) = £ 5 otw)anl, (5-1,) = £ o0 =
i=1 i=1 i=1j=1 T i=1
~—_——
=5,

Allgemein: Sei w = ), a;dx; eine k-Form auf R”

Definition:

dw =) ;da; Ndz; ist (k+1)-Form auf R”. dw heifit &uleres Differential oder

duBlere Ableitung von w.

Beispiel:
w = zyzdr + yzdy + (x + z)dz

= dw

d(zyz) Ndx +d(yz) Ndy +d(z+ 2) Ndx =

yz dex Ndx + xz dy N dx + xy dz N\ dx +
+ zdyNdy+ydzANdy+de Ndx +dz Nde =

—xzdr ANdy — (xzy+ 1) de ANdz —y dy Ndz
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Proposition 5
(a) ¢1,p2 k-Formen
= d(p1 + p2) = dp1 + dips
(b) ¢ = k-Form, ¢ = 1-Form
= d(p AY) =dp A+ (=1)Fo Ady
(c) ddp =0
(d) f:R™ — R" diffbar, ¢ = k-Form = d(f*p) = f*dy

Beweis:

zu (a) o1 = > ardxr, @2 = > brdxs
T T

d(g@l + (,02) =d (Z((l[ + b[)d]) = Zd(a] + b[) VAN dCC[ = Z(da; + db]) N dZE[ =
I I I
=d(> ar Ndxr) +d(> by ANdxr) = dpy + dps
I I

u(b) o => ardx; Y => aydx;
T 7
:>90/\¢:Za[bjdx1/\d:vj
1,7

= d(p A1) =
:ZI’Jd(ale)/\dxi/\de:ijda]/\dxf/\dxj—i—ZaIde/\de/\de:
1,J 1,J

= <Zda1/\dI[> AZdexJ+(—1)k2a[dx1AZde/\d$J =
I J 1 J
= do N+ (=)o Ady
zu (c)

R*"— R

1. Fall: ¢ = 0-Form, also ¢ :
(1, ..oy Tp) = (21,0, Ty)

Prop4 880 Def = 8_(,0 Pr0p4 o
d(dyp) <Za%d ) = Zd<axj>/\d Z <8%axldm,)/\d9§3—
7j=1 7j=1 =1
PP 0
= — dx: Ndzx: =
Z (89310% 8:1718:15]) i A mj O
1<J

2. Fall: ¢ = > aydx; k-Form
wegen (a)j 0.B.d.A. p =a(z)dr; mita#0
de = d(adzy) © ga A dr; + (—1)%addz;
Nun ist ddz; = d(1dz;) = dl ANdxy =0
= ddp = d(da A der) Y dda Adz; +(—1)°da A ddz; = 0
—_— ——

=0 nach Fall 1 =0
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zu (d)

1. Fall p = 0-Form ¢ : R* = R R" = R"(y1,.--,Yn)

fag T g (Z g—;‘fczyi> >0 Gl g
i=1 7" !

i=1

_ - 890(]8177]871) - afz o . - a@(fl;,fn>afz o
> Ay “~ Ox; a =2 (Z 0y 3%’) =

i=1 j=1 =1

n

Kettenregel Z a(@g;' )dxj =d(po f)=d(f"p)

=1
2. Fall ¢ = > ajdx; k-Form
T

d(f'e) = d (Z f*(af)f*(dwz)> = d(f*(an) A frder =

I

SN Pdag ey TR e <Z day dcm) = J"(dy)
T 1

§ 15 Differentialformen und Vektorfelder auf Mfkt.

Sei M = diffbare Mf pe M
T,M = {[a(0)] | a: (—&,e) = M, a(0) =p} =~ R"
f: M — N diffbare Abb.

TyM — Tf(p)N
df, =T,f : .
o =T { G(O)] = [( 5 a)(0)

das Differential der Abbildung f in p.

Definition:

Eine k-Form auf M ist eine Abbildung

M — | AIt*(T,M)
Q.

peEM
b= §0|p = Qplp(vlv SR 7vk)

Sei f: M — N diffbare Abbildung diffbarer Mannigfaltigkeiten
k-Formen kann man mittels f zuriickziehen.
Sei ¢ = k-Form auf N.
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Definition:
Frlp(vr, o o) =l (dfp(v1) ... dfp(vr)) p € M, vr,...,0 € T,M
Also f*|, € Alt*"(T,M) Vp, d.h.f*p) = k-Form auf M

U—-VcR"
Sei U C M offen und z : { - eine diffbare Karte.

p+— x(p) = (z1(p), ..., 2n(p))

= (z1,...,x,) die kanonischen Koordinaten von V' C R™*(d.h.Vx € V ist z = > x;¢;)
i=1

Jede Differentialform vom Grad k auf V' C R" 148t sich eindeutig schreiben als

Zaldmj: Z iy (T1, o xp)dry A oA dxy
I;

1<i1 <. <ijp <
mit a; diffbar auf V.
Daz:U — V difftbare Abbildung von Mfk., so ist * (> asdz;) eine k-Form auf U.

Nach Definition ist Vp € M Vvy,...,v, € T,U :

z* (Z afd:vf) (1, ..., vg) == Z ar(@)dz | o) (dz]p(ve), . . ., dz|y(vg))

I

Diese k-Form bezeichnet man kurz als:

Z ardr; = Z ar(x)dxy

Man identifiziert U mit V mittels x in dieser Bezeichnung



