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Korollar 1.

(1) Sei f:Q — R stetig

. /Q it = [ d ( / bf<x,y>dx) ay

(2) Sei Q =A{x = (x1,29,...2,) ER" | a; <z; <bHVi=1,...n},
f:Q — R stetig

= Die iterierten Integrale exisiteren und es gilt:

/Qf(x,y)d(x,y) _ /b (/b ( b f(xl,...xn)dxl...) dmn_l) dz,

Beispiel 1.

Q={(r,y) eR? | 0<r<1,1<y<2}
Q—R

ylnz
(:L’,y)ny::{e r#0

0 z=20

f ist auf @ stetig

/ flz,y)d(z,y) =
Q

Beispiel 2.

Q={(r,y,2) R’ | 0<2<2,0<y<1,2<2<4}

R
f: @= stetig auf ()
(,y,2) » x4+ y+2
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( (w4t 2)de) dy) ds

2
+ yx + zx} dy) dz
0

/ f(y, )y, 2) =
Q

I
/\/—\/\
NNN

2+2y+22 dy) dz

- L( +22)dz = 18

§2 Das Riemann-Integral auf
beschrinkten Mengen in R"
Definition 1.

(1) Sei M C R™ beschrénkte Menge und f : M — R beschrénkte Funktion

fa = f(z) fallsx e M
€T —
0 falls © ¢ M

(2)

Yo - 1 falls €M
e —
0 falls ¢ M

heifit charakteristische Funktion von M.
M beschrinkt < 4 Quader Q C R"™ mit M C Q.

Definition 2. Q(M) := [ @ = kleinster (abgeschlossener) Quader in R"™, der M enthélt.
McQ
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Definition 3. M C R"™ beschrénkt, f : M — R beschrénkt

/f(a:)d:z: = / fu(z)dx = unteres (Riemann-)Integral
I Q)
/ f(z)dz = / fu(z)dz = oberes (Riemann-)Integral
M QM)

Offenbar gilt:

(1)

—~

< [ u@rganars [ @ [y

M M
Beweis der 1. Ungleichung (von (3)). Sei Q@ D M und P = {Q;,...Q,} Partition von Q
Offenbar ist (f +¢),, = fu + 9um

16515 (f+9)y= 161215 (fm + gm) = Sp(fur + gum) = Sp(fur) + Sp(gum)

Nach Definition des Supremums existiert zu jedem £ > 0 eine Partition P von @, s.d.

/fM(x)df—ﬁp(fM) < €
Q

and [ gula)de - Splo) <
Q
= /(fM(x)—i—gM(x))dx > Sp(fum) +Splgm) > /fM(:E)dx+ /gM(x)dx—25
Q Q Q
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Da das Ve > 0 gilt = Behauptung
3. Ungleichung analog.

Lemma 1.
(1) [e-fleyde=c- [ f(z)dzVe>0
o)

(2) /*c~f(x)dx:c- /*f(a:)dx‘v’czo

M M

Beweis: klar

Lemma 2.

@ [ repte=- [ e
Bewezis.
o 7u (1):

gilt: (_f)M =—fu

aber inf (— fy;) = —sup fur
Qk Qk

Sei P Partition von Q(M)

= Sp(=fu) = Zigf(—fM(x))M(Qk)

e zu (2):
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Lemma 3. M C R" beschréankt f,g: M — R beschrénkt
Annahme: f(z) < g(x)Vez e M

3 /*f(:c)dazg /*g(:c)dx
) [ @< [ g

Beweis. fiir (1) ((2) analog):
Sei P = {P,,...P,} Partition von Q(M)

m

Sp(fu) = inf f(x) - p(Qi) < Z inf g(x) - 1(Q:) = Sp(gnr)

S
= Qi

= [ f(a)de = sup Sp(far) < sup Splgnr) = / g(x)dz

* P P *
M M

Lemma 4. Seien M;, My C R"™ beschrankt mit M; N My = ()
Sei f: My U Ms; — R beschrinkt

;»/fdx+/fdx < [ g

Mo M1UM>

(2) *
< / fdz + / fdz
M1

M{UM>
Bewezs.
§
R* — R
Sei fi : flz) =€ M
X —
L 0 T ¢ M1
(R" — R
fa: f(x) x € M
T
L 0 X ¢ M2

Damit ist fa,un, = f1 + fo
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e zu (1):
/fdx + /fdx = / frdz + / fodz
MiUMo M1UM2
< / (h+fhdo= [ jaa
MiUM> M1UM3
e 7u (2)
fdl’ = fMluM2d$
Mlu*Mz Q(M16M2)
- [ G [ - [ h
M1UMo Mlu*Mz M1UMo
(Bem.3)
. < / f1d$C+ / f2 dl’ = /fldﬂf—i— / fzd&?
emma M, MLOM,
e (3) und (4) analog
0]
Definition 4. Sei M C R™ beschréinkt und f : M — R beschréinkt.
f heifit (Riemann-)integrierbar auf M
& /fdx = / fdx
M M
gilt: Ist f intbar auf M, so gilt fiir jeden Quader Q) D M:
/fda: = /fde
M Q
Satz 1 (Riemannsches Integrabilitétskriterium).
f auf M intbar < Ve > 03 Partition von Q(M), s.d.
Sp(fu) = Sp(fu) <e
Beweis. f auf M integrierbar < f); auf Q(M) intbar
HEma o < 03 Partition P von Q(M), s.d.
Sp(fu) = Sp(fu) <e
O]
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Proposition 1. Sei f : M — R integrierbar und ¢ € R = ¢ f integrierbar auf M und es

/Mc-f(x)dx:c-/Mf(a:)dx

gilt:

Beweis.

(1) ¢ > 0: Behauptung folgt aus Lemma (1)

[ == [ == [fao= [ (-pao
:/M—fdel

1) = /M - f(x)de = /M (—[e])f ()de = —|¢ /M f(z)dz = c- /M f(@)da

(2) c<O:

O]
Proposition 2. Seien f und g : M — R integrierbar
= f+¢g: M — R integrierbar und es gilt:
/ (f+g)dx:/ fdx+/ gdx
M M M
Beweis.
/fdx—i— /gdxﬁ /(f+g)dm§ / (f+g)dz < / fd:L'+/ gdx
M M A M M M
O]
Proposition 3. f,g: M — R integrierbar mit f < g = [, fdz < [}, gdz.
Beweis. folgt aus Lemma (3). O



