10. Januar 2005 Vorlesung 20

WIEDERHOLUNG: Sei M = M™ eine diffbare Mannigfaltigkeit, p € M.
T,M = {[a(0)] | a : (—e,e) — M diffbar, a(0) = p}

f: M — N diffb. Abb.

M — Ty N

df| : . .
f|p [@(0)] — [(f o a)(O)} Bild kommt noch

R -VR - Homomorphismus,
das Differential von f in p

Def. :
Eine k-Form auf M ist eine Abb.

M — | AlR(T,M)

p: pEM
p — gp‘p = gp‘p(vl, ey Ug)

Sei f: M — N diffbar und ¢ eine k-Form auf M.

Def. :

(.f*dj)’p(vla o avk’) = w‘f(p)(dfp(vl)7 s ?dfp(vk))
f* ist k-Form auf M.

U V CcR”
Sei U C M offen, x : - < eine diffbare Karte.
p = J:(p) = (:E1<p), .. ,:En(p))

n
= x1,...,o, sind die kanonischen Koordinaten von V'C R" (d.h. Vx € V ist x = >_ z;¢;)
i=1

Auf V hat jede Differentialform vom Grad k die Gestalt:

Zaldxl = Z iy i (T1y oy ) dxgy A oo A dag,
I

1<i1 <. < <n

mit a; = a;, 4, : V — R diffbar (co-oft diffbar)
x: U — V ist eine diffbare Abbildung von Mfkt. = z*(> asdx;) ist eine k-Form auf U.
T

x*(Zald:cl)p(vl,..., Zal d:c;‘ dx‘p(vl),...,dm‘p(vk))
I

Diese k-Form wird kurz mit ) a;(x)dx; bezeichnet.
T

(Man identifiziert U mit V' mittels x in dieser Bezeichnung)

ENDE DER WIEDERHOLUNG
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Def. :
Eine k-Form ¢ : M — |J Alt*(T,M) heiBt Differentialform vom Grad k oder

peEM

differenzierbare k-Form, falls 3 Atlas A = {z® : U, — V, C R"}4er, s.d. gilt:

o|U, = Z ar(x®)dzg

I

mit differenzierbaren a; : V, — R Vo

z.7. : Diese Definition ist unabhéngig von der Wahl der Karten x®
Sei Uy NUg # 0, U :=U,NUp
r=xU:U—=V CR" V =V (21,...,2,)
y=2lU: U=V CR" V' =V (y1,...,yn)
U

. Vi -V Y
Sei g : der Kartenwechsel x
v~ y=g) g
VvV — Vv’

Da k-Formen von 1-Formen erzeugt werden (d.h. jede k-Form ist von der Form

ST il AL Al mit 1-Formen ¢!), geniigt es, die Behauptung fiir 1-Formen zu zeigen.

Also geniigt z.z. : Ist ¢ = *(Zn: ()dIz)—y(Zb( )dy,) mit a;: V — R, b : V' — R,

so ist a; genau dann dlfferenmebar wenn b; differenzierbar ist.

Da die Situation symmetrisch ist, geniigt es zu zeigen: sind b; differenzierbar, so auch a;.

Beweis :
Es gilt Vp € U, Vv € T, U = T,,M:

Z a;(x dxl = Zl a; (x(p))dxi’x(p) (dx|p(v))

n n

Zb Jdu,)|, = o (= (ij(y)dyj)> = ( > bi(9(@)d((g 0 );) ) =
Kettenregel <Zb 8gj (a:)da:i> = 33*( j ( i bi(g(x)) g—ii(x))dx’)

= ai(z) = Zb( () 52 (x)
b; diffbar, g dlffbar = qa; diffbar
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Damit gelten alle Ergebnisse und Begriffe fiir Differentialformen auf R"™ auch auf
differenzierbaren Mannigfaltigkeiten (im Folgenden sind k-Formen also immer

differenzierbare k-Formen bzw. Differentialformen vom Grad k).

Im Einzelnen:

Proposition 1 :

Sei w = k-Form, ¢ = [-Form, ¢ = m-Form auf M

(1) wA(p+y)=wAhp+wA, fallsl =m
(2) wAp=(-DFpAw

B) WAp) AP =wA(eNY)

Proposition 2 :
Sei f: M — N eine diffbare Abbildung diffbarer Mannigfaltigkeiten,
¢,% = k-Formen auf N, g = 0-Form auf N

1) frle+v) =+

2) f(g-0)=1T9g ["¢

(3) Sind wy,...,w, 1-Formen auf N, so ist
frlwr Ao Awg) = (ffw) A A (ffwr)

Proposition 3 :
Sei g : P — M eine diffbare Abbildung diffbarer Mannigfaltigkeiten,
v, ¥ Differentialformen aut N, f: M — N

(1) fflond) = fonf
(2) (fog)o=fg-f

Ist ¢ eine k-Form auf M mit ¢|U = > ardxr, wobei z : U — V C R"™ eine Karte ist,
T

so ist dy eine (k + 1)-Form mit

dp|lU = " day A dxy
1



10. Januar 2005 Vorlesung 20

Proposition 4 (vgl. §14 Proposition 5) :

(a) ¢1,p2 k-Formen auf M = d(p1 + p2) = dp1 + dps

(b) ¢ = k-Form, ¢ = [-Form = d(¢ A ) = dp Ap + (=1)*p A dyp
(c) d(dp) =0

(d) ¢ = k-Form auf N = d(f*p) = f*dp

Def. :
Ein Vektorfeld auf einer diffbaren Mannigfaltigkeit M ist eine Abbildung
M — U T,M

X : peM
p — a(p) €T,M

Sei ¢ : M — R diffbar (d.h. VKarten z:U — V C R" ist pox~!:V — R diffbar).
v=X(p) € T,M = v(p) = (T(¢))(v) € R = Richtungsableitung von ¢ in Richtung v.

Hierbei ist T, = dy, : T,M — T,R = R das Differential von ¢ in p.

Ist X ein Vektorfeld(VF) auf M, so ist

M — R . .
X, eine Funktion.
p = X®(p)

Def. :

Ein VF X auf M heifit differenzierbar, wenn fiir jede differenzierbare
Funktion ¢ : M — R die Funktion X, differenzierbar ist. Ist U C M eine
offene Untermannigfaltigkeit, so ist analog diffbares VF auf U definiert.

Ist z: U — V C R"” eine Karte, so ist a?c- ein VF auf U Vi =1,...,n.

In jedem Punkt p € U sind {;> yp |i=1,...,n} eine Basis des VR T,U = T, M.

= Jedes VF X : U — |J T,M lasst sich eindeutig schreiben als
peEM

0
3@-

4 (p) < R

VpelU X(p) = iai(p)

p

Also: X = Y o; 5> mit Funktionen o : U — R
i=1 ‘
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Proposition 5 (vgl. §14 Proposition 6) :

Aquivalent sind fiir ein VF X = 3 q; 2 auf U C M
:1 7

(1) X diffbar
(2) a; diffbar Vi=1,...,n

Beweis :

(1)=(2): X diffbar < fiir alle diffbaren ¢ : U — R ist X, diffbar.

Nun sind die Koordinatenfunktionen z; = x;(p) diffbar.

n n O n
= (Z:lal%)(x]) = Zlaza—iz = ;ai@j = a;
1= 1= 1=

(2)=(1): Sei ¢ : U — R diffbar.
z.z. X diffbar.
Xo= (S ok ) =S a
¢ (oco—oft) diffbar = %ﬁ% diffbar = ;ai a%;% diffbar = X diffbar.

1

]



