25. Oktober 2004

Vorlesung 3

Proposition 1 :

Sei My N My =0, My, My C R*und f: M; UM, — R

Ann.: f|M; und f|M, integrierbar und es gilt:

MiUMo

Bew.: folgt aus Lemma (oben).

Definition :

Sei f: M — R dann ist

/ f(x>dx:/f(x)dx+/f(x)dx

M — R
fro= {f(fﬂ)fu flz) =
r alls
| 0 f(z) <0
( M — R
I o= { —f(@) o F@) <0
T alls
0 f(z) >0

= f=fT—f wd|fl=f"+f

Lemma 1 :

Sei f: M — R integrierbar = f* und f~ integrierbar. Bew.:

(1) (fiir f*) Sei P = Py, ..., P,, beliebige Partition von Q(M

m

=0 S gp(er) - §p == Z(Suinf+ - anszJr)/vL(Ql)

i=1
m

< Y (supo.f —info.f)n(Q:i) = Sp(f) = Sp(f)

i=1

Riemannsches Integrabilitéitskriterium = Beh.

(2) (f7) f~ = (=f)" = Beh.
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Korollar 1 :

Sei f: M — R integrierbar = |f| : M — R integrierbar.
Bew.: |f|=fT—f~

Korollar 2 :

Sei f,g: M — R integrierbar = fg : M — R integrierbar.
Bew.: Wortlich wie in Analysis 1.

§3 Jordan-mef3ibare Mengen im R"

Sei @ = Q(a,b) C R™ Quader.
Es war definiert:

w(@Q) =TI~ (b — a;) = [ 1de = [ Xgdz fiir jeden Quader Q' mit Q C Q.
Q Q'

Definition :

Sei M C R beliebige beschrinkte Menge und X, : M — R integrier auf M.
Dann heiBt M (Jordan-)meSbare Menge und (M) := [ Xy (z)dz = [ ldx
M M

hei3t das Volumen oder das Maf3 von M.

Proposition 1 :

Seien M, My C R™ Jordan-mef3bar mit M; N My = () = M, U M,

Jordan-meBbar und es gilt: u(M; U My) = pu(My) + p(M,)

Bew.: Xy, und &), integrierbar auf M; bzw. My = Xy, und Xy,
integrierbar auf M; U M,

= Xuun, = X, + X, st integrierbar auf M; U M, und es gilt:

/L(Ml U Mg) = / XMl + XM2dl' = /XMldiC + /XMQdSC = /J(Ml) + M(MQ)

MyUMo My Mo
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Lemma 1 :

Seien My, My C R™ mefibar mit M; C My = My \ M; meBbar und es gilt

(Mo \ My) = p(Ms) — p(M)
Bew.: Es gilt My N (My \ My) = 0 und My U (M, \ M;) = M, Aus Bemerkung

(2) und (3) des Lemmas aus §2 erhalten wir:

/XMQ < /XM1+ / X\ ar, dx
M M,

M\ M2

S / XM2d{L‘
Mo

= n() < M)+ [ Kpande < p(0t)
M\ M>

Bei Vertauschung der Mengen liefert dieselbe Ungleichung
/.)C']\/[2 S / XMQ\Mldx+ / XMl S / XMQd.CE
]\j; Ml\ﬂ}WQ My Mo

oder
pO) < [ Xagands + () < (1)

M\ Mo
= / XMQ\Mldﬂf = / XMQ\M1d$
M1\>§W2 Ml\M2

= My \ M; J-mefibar und es gilt nach Lemmal pu(Msy) — p(My) = p(Ms \ M)

Definition :

(1)M = Jordan-meBbar

M C R™ heiit Jordan-Nullmenge <
(2)u(M) =0
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Satz 1 :

Sei M C R"™ beschrankt und M ganz enthalten in einer Hyperebene

H;(c) = p(M) = 0 Hyperebene H;(c) = {(z1,...,x,) € R"|z; = c}c € R Bew.:
Wiéhle Konstante K > 0, s.d. M C Q := {x € R"||z;| < KVi=1,--- ,n}

= fiir jedes € > 0 ist M enthalten in Quadern

Qe ={(z1, - 2, } e R"||ay| < KVi# jc—e<uz;<cH+e}

M Qe Qe

Da ¢ beliebig > 0 =

M M

Beh.

Offenbar: Sei M Nullmenge in R” und N C M = N =Nullmenge

Definition :

Sei M Cc R

(1) :

x € M heifit innerer Punkt von M < 3¢ > 0s.d. K.(z) C M
My := {z € M|z innerer Punkt von M} =offener Kern von M.

ro € R™ heiit Randpunkt von M < Ve > 0 gilt K.(xq) # 0 und
K (zo) N (R™\ M) # 0
OM = {Randpunkte von M} = Rand von M
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(3) :

M = My U OM =abgeschlossene Hiille von M

Satz 2

Sei M C R" beschrénkt, dann gilt M =J-mefibar < dM =J-Nullmenge Bew.:
,<=" Sei M =Nullmenge dann gilt: Q(M) 2 Q(OM)
Ve > 03 Partition P = {P,---, Py} von Q(M) mit Sp(Xpy) < ¢

= Zsup(XM me Xy
P

= Z Q) — Z ﬂ( k)
QrUM#0 QrCM

< S Q) =Sp(o) <= / Xyyda = / Xysd
QUMD ]\; M

,= Sei M meBbar zu ¢ > 03 Partition P = {Py,---, Py/} von Q(M) mit
Sp(Xur) — Sp(Xu) < e

My = {zecoMlz¢ | Qi)
QrCM
M2 = 8M\Ml

Die Punkte von M, liegen auf dem Rand von Quadern von P.
= M, C |J{endlich vielen Hyperebenen}
Satz 3 = u(Msy) = 0 ferner:

[ Ao <Snlt0n) € 3 plQ)- X @) = Sp(a)-Spld) < ¢

a QrUM#(D QrCM

OM = M, U M, mit M; N M, = () damit folgt aus Lemma §2

/XaMd.’L'S/Xade—i-/ XaMdl':/XMldm
oM My Mo M
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=0< /Xade < / Xoydxr < € = OM = Nullmenge

oM oM

Korollar 1 :

Sei M C R" Jordan-meBbar = M, und M J-meBbar und es gilt:

p(M) = p(Mo) = p(M)

Bew.:

(1) M=MUOM =M U (OM\ M) = OM \ M ist Nullmenge da
OM\ M C OM und

Satz 4 = M mefbar und u(M) = u(M) + p(OM C M) = u(M)
(2) My = T € OM = pu(My) = p(FT) — p(@M) = (W)

Satz 3 :
Seien My, My C R™ meB3bar = M; U My, M7 N M, meB3bar und es gilt:
p(My U Ma) = p(My 0 Ma) = p(Mi) + p(Ma)

Bew.:

O(My N Ms) C OM; NOMy = 9(M; N M) = Nullmenge
Aus Satz 4 = M; N My mebar

Ml U M2 - Ml U (M2 \ (Ml ﬂ Mz))

Nach Lemma 2 = M, \ (M; N My)meBbar

Lemma 1 = M; U MymefBibar und es gilt:

p(My U Ma) L1 (M) + (Mo \ (M1 N Ma)) L2 pu(My) + pp(Ma) — (M 0 M)

Definition :

Sei f: M — N Abbildung, dann heiit I'y := {(z,y) € M x N|y = f(z)}
Graph von f.
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Satz 4 :

Sei M C R" kompakt und f : M — R™ stetig = I'; ist Nullmenge in R" x R™
Bew.:

f: (.fla"' 7fm)7fi : MHRStetlg
= f; auf M gleichmifig stetig.

= Ve > 03 Partition P ={Qq, -+ ,Q;} von Q(M) s.d. Vi=1,--- ,m gilt
|fi(z") = fi(a")] < eVa' 2" € M N QyVk

d.h. Ff N (Qk X Rm) C Qg X Q25
mit Q C R™ und Q X Qq. := {x € R"||y;| < eVi}

N / X, y) < p(Qun(Qa) = p(Qu)(26)"

TrN(QrxR™)
X l l
= / X d(w,y) < / X d(w,y) <D p(Qu)(2e)™ < W(Q(M))(20)™
I'N(QxR™) k=1p, k=1

Da ¢ beliebig = / Ar d(z,y) =0

Ty



