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§3 Jordan-messbare Mengen im R" (Fortsetzung)

Beispiel

n-dimensionale Vollkugel: K.(0) = {x eR"

n
fo §c}

=1

0K.(0) = {x eR"

Zx?—c:()}
i=1
Mit f:R" = Ryjz— >0 27 —c

= 0K.(0) = P(T; 1 {(z,y) € Tyly = 0})

wobei P : R" x R — R". Falls der Rand einer Menge Durchschnitt von Graphen ist, so ist

die Menge messbar.

Prinzip von Cavalieri

Sei M C R™ messbar mit M C Q = {z € R"|a; < z; < b;Vi}. Angenommen, V¢ € [ay, b,]
sei die Menge
M =M {z € Rz, = €}

messbar in R"™! = R" Y (zy,...,2,). =pu(M) = ff: ,u(Mé(n)) dé.

Beweis:
bn bnfl bl
o) = [ aae= ([T Mo an) as,
Q(M) Qn an—1 al

bn
_ / p(MEV) dui

Beispiel: Bestimme das Volumen des Kugelsegments S der Hohe h mit Radius r:
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Mit Pythagoras gilt
(&) = mp? = (R — (R — €)%)) = m(2RE — €%) (0<E<h)
Uber Satz von Cavalieri

h h
u(S) = /0 u(S%) de = /0 r(2RE — €) dé

1
=n ( Rh? — Zh?
r-5)

Zum Uberpriifen: Volumen der Vollkugel 7(4R3 — SR?) = 3R*r =OK.

g4 Mittelwertsitze und Substitutionsregel

1. MWS: Sei M C R™ messbar und f : M — R int’bar (=M messbar!) Dann 35 mit inf,, f <
n < sup,, f, so dass

/Mf(w) dz =n- u(M)
Beweis: Offensichtlich
inff< f(z)<supf VeeM
M M
i]r\14ff-,u(M) < /Mf(x)d$ < s]1\14pf-,u(M)

n-p(M)
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mit n € [infy, f;sup,, f]. O

Erweiterter MWS: Sei M C R™ beschriankt, f,g : M — R int’bar; ferner sei g(z) > 0
Ve € M. Dann dn mit inf,, f < n < sup,, f, so dass gilt:

/f d:v—n/Mg( ) dz
inf f - g(x) < f(z)  g(x )<supf g9(x)

:>1nff/ dx</f x<supf/

Ist fM g(x)dx =0, so gilt die Behauptung V7. Ist fM g(x)dz > 0, so setze

fM z) dz

fMg

Beweis:

Definition: Sei S offen in R". Eine bijektive Abbildung

g:S— 8 (Z1,..., %) — (T1,...,2,)

heift Koordinatentransformation, falls g € C*(S) und det (3¢
Bemerkung: Dann folgt sofort g~ € C*(9).

1) (z) £0.

i%r

Beispiel 1: Polarkoordinaten

S={(r,¢)|0 <r <o0;0 < <2r}; § =R\ (R;0).

Beh.: g: S — S;(r;¢) — (x,y) mit 2 = rcosg, y = rsing ist eine Koordinatentransfor-
mation.

Bew.: g ist bijektiv. g € C!.

det( dg ):det cosp, —rsing \ o
d(r, ¢) siny, rcose
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z
r .
)
\} y
¢
g
X Beispiel 1: Sphéarische Polarkoordinaten

T = S$C0sp = 1 cos pcosb
Yy = ssin @ = rsin @ cos 6

z=r7rsind
T

S ={(r,p,0) E]Rg,r>0,0<g0,27r,—2

T
<0<
o)
S=R*\{(z,y,2)[x > 0,y =0}
Bew.: g ist bijektiv, € C!.
cospcosf) —rsinpcosf —rcospsinf

dg

det [ — 49\ _ | o .

e (d(T, ,9)>_ sinpcosf  rcospcosf rsin @ sin @
sin ¢ 0 rcos 0

= r? cos 0(cos? p cos? O + sin? p sin? § 4 cos? @ sin® 6 + sin?  cos® §)

=r2cosf >0

Substitutionsregel (= Transformationsformel)
Sei K € § C R", K kompakt, S offen, f : S — R stetig, ¢ : S — S Koordinatentransfor-

o [ swar= [ stoton|aer (42)| az

Beweis: Keiner. Siehe §7.
Bemerkung: Man beachte, dass die Funktionaldeterminante im Gegensatz zum eindimen-

sionalen Fall nur im Betrag vorkommt.
Beispiel 1: Berechne [ /22 4+ y?d(z,y), wo K = {(z,y)|1 < 2*+y* < 4}. Um die Unste-
tigkeit der Kootrafo zum Umgehen, definiere K, (siehe Bild). K, kompakt und messbar.

4
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>

ﬁ\f R
Y

>

/\/Wd:z:y / r-rd(r, )

Ka)

27ra
/ /rdrdcp—

14
:>/\/:B2+y2:1ir% rd(z,y) = =
K YV JK,

2-(r—a)

C«OI\I

57
Beispiel 2: Volumen des Kugeloktanten K := {(z,y,2)|z > 0,y > 0,z > 0}
HE) = {(r,p,0)0<r<1,0<0<T0<p<T}

p(K) = [ )= [ st o0)
K g~ H(K)

L rs 3
:/ / / 2 cos @ dp df dr
/ / cosfdfdr
——/ r d?“—



