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Beispiel 1.

Berechne
∞∫
0

e−x2
dx

KR = {(x, y) ∈ R2 | x ≥ 0, y ≥ 0, x2 + y2 ≤ R2}
QR = {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x ≤ R, 0 ≤ y ≤ R}

KR
√

2 = {(x, y) ∈ R2 | x ≥ 0, y ≥ 0, x2 + y2 ≤ 2R2}∫
KR

e−(x2+y2) d(x, y) =

∫ π
2

0

(∫ R

0

e−r2

r dr

)
dφ

=

∫ π
2

0

[
−1

2
e−r2

]R

0

dφ =

∫ π
2

0

(
−1

2
e−R2

+
1

2

)
dφ =

π

4
− π

4
e−R2

Analog:
∫

KR
√

2
e−(x2+y2) d(x, y) = π

4
− π

4
e−2R2

∫
QR

e−(x2+y2) d(x, y) =

∫ R

0

(∫ R

0

e−x2

e−y2

dx

)
dy =

(∫ R

0

e−x2

dx

)2

⇒
∫

KR

e−(x2+y2) d(x, y) ≤
∫

QR

e−(x2+y2) d(x, y) ≤
∫

K√2R

e−(x2+y2) d(x, y)

⇔

√
π
4
− π

4
e−R2 ≤

∫ R

0
e−x2

dx ≤
√

π
4
− π

4
e−2R2

↓ R →∞ ↓ R →∞√
π
4

≤
∫∞

0
e−x2

dx ≤
√

π
4

Anwendung: Schwerpunkte

Definition 1. Sei M ⊂ R3 meßbar, keine Nullmenge

(x0, y0, z0) :=
1

µ(M)

(∫
M

x d(x, y, z),

∫
M

y d(x, y, z),

∫
M

z d(x, y, z)

)
heißt Schwerpunkt der Menge M .
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Satz 1. Für den Schwerpunkt (x0, y0, zo) von M gilt:∫
M

(x− x0) d(x, y, z) =

∫
M

(y − y0) d(x, y, z) =

∫
M

(z − z0) d(x, y, z) = 0

Beweis. ∫
M

(x− x0) d(x, y, z) =

∫
M

x d(x, y, z)−
∫

M

x0 d(x, y, z)

= x0µ(M)− x0µ(M) = 0

Beispiel 2. Schwerpunkt des Kugeloktanten

K = {(x, y, z) | x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0, x2 + y2 + z2 ≤ 1}

Hatten: µ(K) = π
6

Transformation in Polarkoordinaten:

x = r · cos(ϕ) · cos(θ)

y = r · sin(ϕ) · cos(θ)

z = r · sin(θ)

d(x, y, z)

d(r, ϕ, θ)
= r2 cos(θ)

∫
K

x d(x, y, z) =

∫ π
2

0

∫ π
2

0

∫ 1

0

r cos ϕ cos θ · r2 cos θ dr dϕ dθ

=
1

4

∫ π
2

0

∫ π
2

0

cos ϕ · cos2 θ dϕ dθ

=
1

4

∫ π
2

0

cos2 θ dθ =
1

4

[
1

2
(cos θ sin θ + θ)

]π
2

0

=
π

16

denn 1
2
(cos θ sin θ + θ)′ = 1

2
(cos2 θ − sin2 θ + 1) = cos2 θ

⇒ x0 =
1

µ(K)

∫
K

x d(x, y, z) =
6

π

π

16
=

3

8

⇒ Schwerpunkt K =

(
3

8
,
3

8
,
3

8

)
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Anwendung: Trägheitsmoment

Definition 2. Sei M ⊂ R3 meßbar

Ix :=

∫
M

(y2 + z2) d(x, y, z) = Trägheitsmoment von M bzgl. x-Achse

Beispiel 3.

MR := {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 ≤ R, −h

2
≤ z ≤ h

2
}

Zylinderkoordinaten:

x = r cos ϕ

y = r sin ϕ

z = z

d(x, y, z)

d(r, ϕ, z)
= det

 cos ϕ −r sin ϕ 0
sin ϕ r cos ϕ 0

0 0 1

 = r

Ix =

∫
M

(x2 + y2) d(x, y, z) =

∫ R

0

∫ 2π

0

∫ h
2

−h
2

r3 dz dϕ dr

=
R4

4

∫ 2π

0

∫ h
2

−h
2

dϕ dz =
2πR4

4

∫ h
2

−h
2

dz =
πR4

2
h

§5 Flächen im R3

Sei M ∈ R2 offen und f :

{
M → R3

(u, v) 7→ (x(u, v), y(u, v), z(u, v))
einmal stetig differen-

zierbare Abbildung, s.d.

rg
∂(x, y, z)

∂(u, v)
= rg


∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∂z
∂u

∂z
∂v

 = 2
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Dann heißt F = =f eine (parametrisierte) Fläche in R3

f : M → F ∈ R3 Parameterdarstellung.

Beispiel 4.

M = R2 f : R2 → R3 mit
x(u, v) = u
y(u, v) = v
z(u, v) = 0

∂(x, y, z)

∂(u, v)
=

 1 0
0 1
0 0

 rg = 2 F = x-y-Ebene

Beispiel 5.
M = {(u, v) ∈ R2 | 0 < u < ∞, 0 < v < 2π}

f : M → R3 mit
x(u, v) = u cos v
y(u, v) = u sin v
z(u, v) = 0

∂(x, y, z)

∂(u, v)
=

 cos v −u sin v
sin v u cos v

0 0

 rg = 2

F ist längs der positiven x-Achse aufgeschlitzte (x, y)-Ebene

Beispiel 6.
M = {(u, v) ∈ R2 | u2 + v2 ≤ R}

f : M → R3 mit
x(u, v) = u
y(u, v) = v

z(u, v) =
√

R2 − u2 − v2

∂(x, y, z)

∂(u, v)
=

 1 0
0 1
−u√

R2−u2−v2

−v√
R2−u2−v2

 rg = 2

F ist obere Halbkugeloberfläche mit Mittelpunkt (0, 0, 0) und Radius R.

Satz 2. Sei M ⊂ R2 offen und k̃ : [a, b] → M parametrisierte ebene Kurve K̃
Sei f : M → F ⊂ R3 parametrisierte Fläche in R3

⇒ k = f ◦ k̃ : [a, b] → K ⊂ R3 ist parametrisierte kurve im R3

Beweis. k einmal stetig diffbar, denn k̃ und f sind es.
zu zeigen: k′(t) 6= 0 ∀t ∈ [a, b]

Sei k̃(t) = (u(t), v(t)) , f(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v))

⇒ fu =

(
∂x

∂u
,
∂y

∂u
,
∂z

∂u

)
fv =

(
∂x

∂v
,
∂y

∂v
,
∂z

∂v

)
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⇒ k′(t) = fu(u, v) · u′(t) + fv(u, v) · v′(t)
Da k̃ parametrisierte Kurve ⇒ (u′(t), v′(t)) 6= (0, 0)
Da f parametrisierte Fläche ⇒ fu, fv linear unabhängig

}
k′(t) 6= 0 ∀t

Hatten gesehen, dass fu(u, v) und fv(u, v) linear unabhängig sind ∀(u0, v0)

Definition 3. Die Ebene, die von fu(u0, v0) und fv(u0, v0) aufgespannt wird, heißt Tagen-
tialebene Tf,P von F im Punkt f(u0, v0)

Beh: Die Vektoren fu(u0, v0) fv(u0, v0) sind Tangentialvektoren von Kurven in F

Beweis. Betrachten k̃(t) = (t, v0) t ∈ [u0 − ε, u0 + ε]

⇒ k′(µ0) = fu(u0, v0) · u′(0) + fv(u0, v0) · v′(v0) = fu(u0, v0)

Definition 4. Sei f : M → F ⊂ R3 parametrisierte Fläche in R3.

N(u0, v0) :=
fu(u0, v0)× fv(u0, v0)

||fu(u0, v0)× fv(u0, v0)||

heißt Normalenvektor von f an der Stelle p = f(u0, v0).

Hierbei: x =

 x1

x2

x3

 y =

 y1

y2

y3

 x× y =

 x2 · y3 − x3 · y2

x3 · y1 − x1 · y3

x1 · y2 − x2 · y1


Ist f(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v))

⇒ ∂(x, y, z)

∂(u, v)
=


∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∂z
∂u

∂z
∂v


Setzen Dx =

∣∣∣∣∣ ∂y
∂u

∂y
∂v

∂z
∂u

∂z
∂v

∣∣∣∣∣ , Dy =

∣∣∣∣∣ ∂z
∂u

∂z
∂v

∂x
∂u

∂x
∂v

∣∣∣∣∣ , Dz =

∣∣∣∣∣ ∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣∣∣∣∣
so ist N(u0, v0) =

(Dx(u0, v0), Dy(u0, v0), Dz(u0, v0))√(
D2

x + D2
y + D2

z

)
(u0, v0)

Spezialfall: Sei g : M → R stetig differenzierbare Funktion

⇒ Γg = {(x, y, z) ∈ R3 | x = u, y = v, z = g(u, v)} ist parametrisierte Fläche

Dx =

∣∣∣∣ 0 1
gu gv

∣∣∣∣ = −gu Dy =

∣∣∣∣ gu gv

1 0

∣∣∣∣ = −gv Dz =

∣∣∣∣ 1 0
0 1

∣∣∣∣ = 1
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