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Beispiel 1.

o0
2
Berechne [ e dx
0

K RV2

Qr

K R

{(z,y) eR* | >0,y >0, 2°+y* < R*}
Qr = {(z,y) ER? | 0<z<R,0<y<R}
{(z,y) €R* | >0,y >0, 2% +y* < 2R?}

V2R
T _ m,—R2 R g2 T _ m,—2R?
1 1€ < fo e dr < V1~ 1€
< | R— o | R— o0
T [SR— T
\/E fo € dr < 1

Anwendung: Schwerpunkte

Definition 1. Sei M C R3 meflbar, keine Nullmenge

I?ZJ?’Z = xdx?y727 ydx7y7z7 de?y72
o) = i ([ adtwna), [ ydwpo. [ cawns
heilt Schwerpunkt der Menge M.
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Satz 1. Fiir den Schwerpunkt (zg, yo, 2,) von M gilt:

| e=wdenn) = [ @-w e = [ =) =0
Beweis.

/M (x —xzo) d(x,y,2) = /Mx d(z,y, z) — ng d(z,y, z)
= wop(M) — zopu(M) =0

Beispiel 2. Schwerpunkt des Kugeloktanten

K={(z,y,2) | 2>0,y>0,2>0,2°+y*+2° <1}

Hatten: pu(K) = §

Transformation in Polarkoordinaten:

r = 1-cos(p) - cos(f)
) - cos(0)

7 - sin(

3‘6

z = r-sin(

3 (3 !
/xd(a:,y,z) = / / /rcosgocos@~r26059d7’d<pd9
K
= / / cos ¢ - cos® 0 dp df

1171
= Z/o cos 9d6—4 |:2(COS(981H9—|—9):|0 :116

denn (cosfsinf + 0) = $(cos?  —sin*# + 1) = cos® §

N 1 / deps) = 07 3
To=—— [ zd(z,y,2) = —— = =
T um) ST T R 16 T8

33 3
= Sch kt K =1(=,-, =
chwerpunkt K (8’8’8)
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Anwendung: Triagheitsmoment

Definition 2. Sei M C R? mefibar

I, := / (y* + 2*) d(w,y, z) = Trigheitsmoment von M bzgl. z-Achse
M

Beispiel 3.
h h
Mp:={(r,y,2) €R® | &+ 9" <R, —5 <2< 3}
o~
N
h
2
>
T
Y h
A |
N’
Zylinderkoordinaten:
T = Trcosy
Y 7 sin @
z = z
d(z,y, 2) Cos@ —Tsing 0
q = det | sing rcosp 0 | =r
(r, ¢, 2) 0 0 1

h
2

R p2rm
I, = /(x2+y2)d(x,y,z):/ / / 3 dz dp dr
M o Jo J-

RY ¥ 3 oOrRY [ TR
- dodz = dz = —h
4 /0 /_g P 4 /_g : 2

§5 Flichen im R’

[N

M - R?

(u,v) —  (2(w,v), ylu,v), 2(u,v)) einmal stetig differen-

Sei M € R? offen und f : {
zierbare Abbildung, s.d.

P
ou  Ov

rga(xaywz) =rg dy Oy —9
o o
O(u, v) or s
du v
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Dann heifit F' = Sf eine (parametrisierte) Fliche in R?
f: M — F € R? Parameterdarstellung.

Beispiel 4.
r(u,v) = wu
M=TR?* f:R*— R®mit y(u,v) = v
z(u,v) = 0
10
i?(gx,—y,z) =101 rg =2 F = x-y-Ebene
(u, v) 00
Beispiel 5.
M={(u,v) ER* | 0<u<oo,0<v<2r}
z(u,v) = wucosv
f:M— R*mit y(u,v) = wusinv
z(u,v) = 0
o cosv —usinv
W— sinv  wcosv rg =2
(u,v) 0 0

F ist ldngs der positiven z-Achse aufgeschlitzte (x,y)-Ebene

Beispiel 6.
M ={(u,v) € R* | v* +v* < R}
r(u,v) = u
f:M—Rmit y(u,v) = v
2(u,v) = VR?—u?—1?
1 0
o(z,y, 2)
oL, Y, %) _ 0 1 —9
O(u,v) —u —v e

VRZ—w2—12 JRE_wr_12
F ist obere Halbkugeloberfliche mit Mittelpunkt (0, 0,0) und Radius R.

Satz 2. Sei M C R? offen und k : [a,b] — M parametrisierte ebene Kurve K
Sei f: M — F C R® parametrisierte Fléche in R?
= k= fok:[a,b — K C R? ist parametrisierte kurve im R?

Beweis. k einmal stetig diffbar, denn & und f sind es.
zu zeigen: k'(t) # 0Vt € [a,b]

Sei ];(t) = (u(t)7 U(t)) ) f<u>v) = (:E(u7 U)v y(uv v), Z(“? U))

_ (0x Oy Oz B @@%
:>fu_( "o’ ) fv_(av’av’av)
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= k/(t) = fu(uvv) ) u/(t) + fv(uv U) ) Ul(t)

Da k parametrisierte Kurve = (u/(t),v'(t)) # (0,0)
Da f parametrisierte Fliche = f,, f, linear unabhéngig

} K'(t) #0Vt
Hatten gesehen, dass f,(u,v) und f,(u,v) linear unabhéngig sind V(ug, vo)

Definition 3. Die Ebene, die von f,(ug,vo) und f,(ug, vo) aufgespannt wird, heifit Tagen-
tialebene Ty p von F' im Punkt f(uo, vo)

Beh: Die Vektoren f,(ug,vo) fo(ug,vo) sind Tangentialvektoren von Kurven in F

Beweis. Betrachten k(t) = (t,v0) t € [ug — &, ug + €]

= k' (p0) = fuluo, vo) - u'(0) + fu(uo, vo) - v'(vo) = fuluo, vo)

Definition 4. Sei f : M — F C R? parametrisierte Fliche in R3.

o fU<u07U0> X fv<u07U0>
N luo.v) = 7 w0 < fulato, w0)]

heifit Normalenvektor von f an der Stelle p = f(ug, vo).

1 Y1 L2 " Yz — T3 Y2
Hierbei: x = | o y=1 v rXy=1| x3-y1 —x1-Y3
3 Y3 T1-Y2 — T2

Ist f(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v))

o oz
ou  Ov
0,y.2) | oy ay
- ou  Ov
0(u,v) 02 0
ou  Ov
oy oy oz 0z =
. ou  Ov _ ou  Ov _ ou  Ov
Setzen D, = 9 0z | D, = 8z Oz |’ D, = 9y 9y
ou  Ov ou  Ov ou  Ov

(D$(u07 UO)a Dy(u07 UO); DZ(U(), UO))
/(D2 + D} + D2) (0. 10)
Spezialfall: Sei g : M — R stetig differenzierbare Funktion

so ist N (ug,vp) =

=T, ={(z,y,2) € R® | 2 =u,y=v,2z=g(u,v)} ist parametrisierte Fliche

10
01

Gu  Gv

sz‘ 0 1

Ju  Guv

— - D.=|y =1



