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§5 Flichen im R’ (Fortsetzung)

Oberflachenintegrale

Motivation der Definition

Sei Q = Q((ay, b1), (az, by)) C R? Rechteck,

f:Q — F C R? parametrisierte Fliiche,

P ={Qj,i=1...m,j=1...n} Partition von Q.

Ersetze das Bild Fj; des Quaders ();; durch ein Flichenstiick der Tangentialebene (Paral-

lelogramm) Ty, an f(uy,v;): Das Parallelogramm T}, wird aufgespannt von den Vektoren

fu(uk—hvl—l) : (Uk; - Uk—l)

fu(Uk—bUZ—l) : (Uk - Uk—1)
Es gilt

VOlTkl = ||fu( . ) . (uk — uk_l) X fv( . ) . (Uk — Uk—l)”
= (up = we—1) - (vr — ve—1) - 1fule o) X fu( )

=Annéherung an die Oberfléche ist die RIEMANNsche Summe

> W fulunr, vim) X folr—r,vimn)| - (g — p—1) - (v5 — v41)
ol

Lauft die Feinheit der Partition gegen 0, so geht diese Summe iiber in das Integral
[ 10) x Ao o) da o)
Q

Definition des Oberflachenintegrals

Definition: Sei f : M — F C R? parametrisierte Fliche im R?. Dann heifit

[ = [ I x gl o)

Fléacheninhalt von F' beziiglich der Parametrisierung f.
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Beispiel: f(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v))! mit x =u, y =v, 2 =2 — u? — v*%

M = {(u,v) € R?|0 < u? +v? < z}. (F = Im f ist eine Paraboloidhiilfte.)

fu=(1,0,—2u)"
fo=1(0,1,—20)"
fu X fo = (2u,20v,1)"

= | fu % foll = V1 + 402 + 402

Somit ist die Oberflache

/da:/ V14 4u? + 40?2 d(u,v)
F M

Mit Polarkoordinaten u = rsin ¢ und v = rsin ¢:

27 \/5
/da:/ / V14 4r2rdrde
F o Jo

.
1/1 v
_ - - 2
—47r[3 (4+T) ]
r=0
3 3
4 [foN: 1\’
—37|\1 1
_ 4 2626
378 T %"

Definition: Allgemein definiert man: Sei f : M — F C R?® parametrisierte Fliche und
g+ ' — R stetig, so heifit

/F gdo = /M 9(f (1, 0)) - || fult, 0) X f(1t,0) ] (s, v)

Oberflachenintegral von g iiber F' (bzgl. Parametrisierung f).

Beispiel: Sei f : M — F C R? wie in obigem Beispiel und g : F' — R; g : (z,y, 2) — 2>+
/ gdo = / (u? + v*)V1 + 4u2 + 402 d(u, v)
F M
27 \/5
= / / V14 4r2r3 drdyp
o Jo
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Substituiert man p := V1 +4r? & pdp = 4rdr, so erhélt man mit r? = (p* — 1) die
Identitét r* dr = $cp(p? — 1), d. h.

3
/gdazﬂ/ P’ —pdp
F 1

4 2713
[P__p_} _om
=1

8
T
814 2

g6 Integralsitze fiir das Riemann-Integral

Fir x € R™ und 1 < v < n vereinbaren wie die Schreibweise

v o t n—1
2= (21, Ty 1, Ty, 0n) ER

Definition: (1) Eine JORDAN-messbare Menge M C R™ heifit projezierbar in Richtung der
x,~-Achse, wenn es im (n — 1)-dimensionalen z”-Raum eine messbare Menge M,, gibt, und

stetig diffbare Funktionen ¢, : M,, — R existieren, so dass gilt:
M= |J {(z1,....22) € R"|pp(2") < 2, < ¥(a")}

(2) M C R™ heifit Standardbereich g. d. w. M projezierbar in Richtung der x,-Achse fiir
alle v.

Beispiele:

W(y)

" P(y)
‘ W(y)
P (y)

M,

Links: projezierbar in z-Richtung, rechts: projezierbar in y-Richtung
Satz 1: Sei M C R™ projezierbar in Richtung der x,-Achse und f : M — R intbar.

Angenommen Vz* € M, 3 fj((;:)) f(x)dz,, dann gilt

o ([ )

3
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Beweis (nur fiir n = 2, allgemeiner Fall genauso): Annahmen: M C R? projezierbar in

Richtung der xz-Achse; f : M — R intbar. Existenz von fﬁ(yy)) f(z,y) dy fir alle y € M,.

[ 1w | I ( / :j)f(x,y) dx) dy

O

Integralsatz von GREEN: Sei M C R? offene Menge, die sich in endlich viele Standardbe-

reiche zerlegen lisst, V = (V1,V5) ein stetig diffbares Vektorfeld auf einer Umgebung von

M. Dann gilt
3 ~ar) e ==
— - —— ) d(z,y) = — Vidx + Vad
[, (5 - 52) e == [ viae v

Hierbei soll der Rand so durchlaufen werden, dass das Innere immer zur linken Seite liegt.

Beweis: Es geniigt, den Satz fiir einen Standardbereich zu zeigen: OE M Standardbereich.
Wihle folgende explizite Parameterdarstellung [0;4] — R?, t — (z(t),y(t)) des Randes
OM:

'a—i-t(b—a) fir0<t<1
b firl<t<?2
b—(t—2)(b—a) fir2<t<3

(4 fir3<t<4
(p(a+t(b—a)) fir 0 <t <1
y(t) = p(b) + (t = 1)((b) — p(b)) fir 1 <t <2
(b —(t=2)(b—a)) fiir 2 <t <3
(¥(a) = (t = 3)(¥(a) — p(a)) fir3<t<4
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Dann gilt mit Satz 1:
[y en=[ [ Gy e
-/ Vil (@) — Vil ()] da
_ _/abvl(x,@b(x))d$—/bavl(ffaSD@))dm
= [ te00) -0~ [ View.om) 20

und da 2/(t) = 0 auf (1;2) U (3;4)

Analog lésst sich zeigen:

oV, B
/M% d(z,y) —/85\/2d:r;

Der Satz folgt durch Subtraktion der beiden Gleichungen.



