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Satz 1 (Integralsatz von Green):
Sei M CIRR? offene Menge, die sich in endl. viele Standardbereiche zerlegen lisst.

V = (1, V,) stetig diffb. Vektorfeld in Umgebung von M = M \ M

) -
:>/M(3_y 8—$>d(x,y)— /WVldeerdy

Hierbei soll der Rand so durchlaufen werden, dass das Innere immer links liegt.

Beweis:

Beweise Satz fiir jeden Standardbereich. Allg. Satz folgt durch Aufsummierung.
Also 0.B.d.A. M ist Standardbereich.

Wiihle folgende explizite Parameterdarstellung von 6 M

{ [0,4] « R?
t— (x(t),y())

mit
a+tb—a) 0<t<1
o b 1<t<2
MW= bt —Db—a) 2<t<3
3<t<A4
o(a+tb—a) 0<t<1
gty = { PO HE=DEE) —p@)) 1<t<2
o(b—(t—2)(b—a)) 2<t<3
pla) = (t=3)(¥(a) —pla) 3<t<4

Va(a(8), y(8)a(t)dt — / Va(a(t), y(8)a' (1)t
Vi(a(t) y(t)a' (H)dt ( demn / Va(t), y(6)'(t) = 0)

Vi(x,y)dx

Analog ist zu zeigen: — [, 22d(z,y) = — [; Vady O
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Beispiel 1 :
M=A{(z,y) eR?* |0 < 2* + 9> < 1}
Vi=2xy® Vy=3a%y’

/ 2213 dx + 3xyidy = —/ (6zy* — 6zy*)d(z,y) =0
M M

Beispiel 2 :
M wie oben

‘/1:$4—y3 ‘/2:1.3_3/4

| @t ein @ -ty =~ [ (32 - )

= 3/ (2* +y*)d(x,y) ( Polarkoord.: z = rcosy, y = rsiny)
M

1 1
6 3

3/ / rrdrdgp—&r/ Pdr =L = 2
0 0 4 2

Satz 2 (GauBscher Integralsatz):

Sei M C R? Standardbereich V' = (Vi, Vo, V3) stetig diff’bares Vektorfeld auf
Umgebung von M
Sei N auflerer Normalenvektor auf d M

:>/ divV-d(:L‘,y,z):/ (V- N)do
M M

divV = G + G2 + G

M = U(ac,y)eMz{(x7y’ Z) € R? | S0($ay) <z< 10(5379)}

oM= T, U Iy U Teil parallel z-Achse

=  O0M;, = oMy, = M
Fir p = (x,y,2) € ['y ist N(p) = %
Fir p = (z,y,2) € ', ist N(p):\(‘/Pﬁi’;})2
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Beweis: Setze N(p) = (N1, Na, N3)(p)

(z,y)
%(az,%z)d(%y? Satel / / 8%’ (z,y, 2)dz)d(z,vy)
)

M 0z (z,y)
/ Vi, y, d(z, 9)) — V(. v, oz, 9))ld(z, )
=, Vi, g () Y L

+ / 5(2,9, (2, y)) ziiz;@:iid(%y)
Auf dem oberen Rand dM; ist N3(p) = 02 +1 2+l
Auf dem unteren Rand 0 Ms ist N3(p) = 7 ;105 1

Zur z-Achse paralleler Teil 0 M3 ist N3(p) =0

_ / %.N?).\/md(%y)

+ Vi N3\ /o2+ 95+ 1d(z,y)
M.

= / ‘/E;Ngda'—{—/ ‘/E;Ngda'—i—/ ‘/E;Ngda'
5M1 §M2 (SMS

= / VEJ,'Ng'dO'
oM

Analog (wegen M x-projezierbar)

ovy
—_— = - N
/M Ox d(:x,y, Z) /5M " o

V-
8;d($ Y,z) = /5MV2 - Nodo

:>/ divVd(z,y,z) = /(8‘/1 2—1-8‘/3) d(z,y, z)
o Y 0z

= / VlNl—i—VQNQ—i—VE;Ng)dU—/ V- Ndo
oM oM
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Bemerkung :

f sar VilVido ist fiir parametrisierte Flidchen definiert.
Man hat fiir die 3 Summanden verschiedene Parametriesierungen.

= Beweis, dass das Fldchenintegral unabhéngig von der Parametrisierung ist
kommt spéter.

Beispiel 3 :

Sei M = {(z,9,2) ER}|0<2?+12 < 1,0< 2 < /1—(22+y?)}

V = (V1,Va, V3) mit Vi = x2?, Vo = 2%y — 2°, V3 = 20y + y*2

/ V.-Ndo = /dide(a:,y,z)
SM M

- / (224 2 1 ).y, 2)
M

1 p2n %
— / / / r?r?cosfdfdydr  (mit Polarkoord.)
o Jo Jo

Satz 3 (Integralsatz von Stokes):

Sei D C R? offen und V = (V},V5,V3) : D — R3 zweimal stetig diff’bares
Vektorfeld.

Sei M CIR? offene Menge, die sich in endl. viele Standardbereiche zerlegen lisst.
Sei F: M — F C F C D C R? eine parametrisierte Fliche

= /(rotV - N)do = / (Vidz + Vady + Vidz)
F oF

Bew.:

parametrisierung von 0F



10. November 2004 Vorlesung 7

Setze zur Abkiirzung ‘71 (u,v) = Vi(x(u,v),y(u,v), z(u,v))

= Vidx =
oOF

Kettenregel / Nl (1’1 (t) o (t)){é)_x(a (t) v (t)) QN/ (t) + %(QNL (t) v (t)) 5' (t)}dt
/

ou
Def.Kurvenint. i O
& F{ 1 (u fu)a (u,v)du+ V1 (u,v) 5~ 90 (u, v)dv}
e[ G ) ) = SV () o) a0
= [ B, ) ) -
oz 0

Produk’tregel 3V1 6(13 a‘/l ay 8V1 82 3x 821’
/ et ayoue 020000~ Vouan
oVidr O0Vidy  OVi0z0z 82
(&U ov oy oy v * 0z vdu }d(u V)~
((%U@y oxdy (’9x8y)8V1 (('33:82 B (%U@z)(?Vl V(u, v) = (%)
oudv  Ovdu  Oudv’ dy dvdu  dudv’ 8z Y T

Es war vergleiche §5:

D, D, D, o o oy oy
N(u,v) = (Day Dy, D:) (u,v) mit Dy:‘ gu Gu ,Dz:‘ Ju gu | und
7] ov  Ov

\/Dm2 +D,>+D,?

D= \/Dm2+Dy2+D22 - ”fu X fv”

oVi oV,
) = [ 0.5+ 0,5 o
oviD, 0V D
= | S5+ T X fldtao)

oviD, 0ViD
/F(_a_yf+ o

Analog erhélt man:

oVo D, 0VoD
dy = —_ do
/8FV2y /F( 82D+01:D)
oVas D oVa D
dy = Y do
/BFV?)?J /F( 8mD+8yD)

bt
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Summation ergibt:

B oVs 0V, D, ovi  0Vsz D, oV, oVy. D,
/aFVld“V?d“VdZ - /F“a—y 22D % %D T e
= /rotV-Ndo
F
Beispiel :

D=R3V(z,y,2) = (~y,z,1)
I = obere Halbkugel vom Radius 2
M = {(u,v) € R*|u* +v* < 4}

M — F CR? [ #wy)=u
P o) o (ol )y, o), 2wy ™0 Y0 =0
) ) b b ) ) Z(U,U)_ 4_u2_v2
oV oV, oV oV oV, o0V
= — — — = 2
rotV ( oy 0z 0z Ox Or Oy )=(0,0,2)
N — (_3_2’_%71)
VIt Gr+ G
rotV-N = 2 = 2

\/1+(%)2+(%)2 [ fu % foll

2
/FmtV-Nda = /Mmeu><fv||d(u,v):/MQd(u,v):87r

Satz von Stokes:

/ (—ydx + xdy + dz) = 8«
oF



