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Satz 2

Sei D C R? offen konvex, v : D — R? 2-mal stetig diffbar

Aquivalent sind:
(1) v besitzt ein Potential
(2) rotv =0

Def.: v besitzt ein Potential <& 3¢ : D — R mit gradp = v
Beweis:
(1) = (2): vel. UA 20.a)
(2) = (1): Sei rotv =0 auf D
Sei Py = (20, Yo, 20) € D fest
Def.: o(P) := [ (vidx + vaody + v3dz), PyP - Strecke von Py nach P

PP
z.z.: grad ¢ =
Behauptung: Fiir P,P € D gilt:

/(vldx + vady + v3dz) = p(P) — ¢(P)

PP
A
P
FcD Satz von Stokes: 0 = [rotv Ndo =
(Da D konvex) F
([ + [+ [)(vdz + vedy + v3dz) =
"*‘ ) RP DF PR )
o(P)+ [ (vidx+vedy+uvsdz)—p(P) =
> PP
Beh.

Wiihle P = (x4 h,y,z), P=(x,y, 2).
h

Lp(@ + hyy, 2) — p(a,y,2)) "2 L [ (oida + vady + vsdz) = £ [oy(x + t,y, 2)dt =
0

PP
vi(z + 0h,y,z), 0 <60 <1 nach MWS der Integralrechnung (An. I)
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890 . 90('%. + h7y7 Z) - (p(xa Y, Z) .
81’ ([L’,y,Z) hli)r(l) h hliff(l)vl(l"{‘eh,y, Z) vl(x,y,Z)
Analog: g—f/ = Vy; g—f = v3 ]

37 Beweis der Substitutionsregel

(vgl. Forster I1I)
Sei U C R" offen. Fiir f: U — R

supp(f) :={x € U | f(x) # 0} Trager von f

¢c(U) :={f:U — R stetig | supp (f) kompakt in U}

Beispiel: U = E (offener Einheitskreis), f =1 = supp(f) = E
Also f =1 nicht in 6¢(E), aber fg € 6c(R")

Substitutionsregel

Seien U,V C R" offen, ¢ : U — V Koordinatentransformation f € 6¢(U)

=/ f(@(x))-'det dﬁfﬁ‘dw: [ty

Spezialfille:
I n=1: f € 6c(V)
Annahme: supp (f) = [a,b] CV
¢ : U — V Koordinatentransformation.
Sei o = ¢~ (a), B = 1(D).
2 Falle:

(i) a< B (a,b]) =[a, 8l =¢" >0

(i) a>f e o' ([a,b]) =[0.a] = ¢' <0 (F(z) = ¢'(2) € R)

Also:
B
b [ £(p(a)) @)l doim Fall )
[ fway= [ sway= [ seta 1@l =
a d ! J o) I )] o i Fa (i)
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Alte Substitutionsregel:
f: 1=V — R stetig, ¢ : [c,d] — R stetig diffbar, bijektiv mit ¢([c,d]) C I

d »(d)
- / F(o(@))g!(2)de = % £(v)dy

/ F(o(@)) | (2)] d = — / e @) do = [ flo@)s @)z

II. ¢(2) = Az mit A = (a;;) € GL,(R)
¢ : R — R" ist Koordinatentransformation, denn ¢~!(z) = A~z
¥ = (@17 s 7(pn)t mit ()OV<$) = ;aﬂxi = %% (.CC) = Qup

= Fw = (52w) -4

oz,

Substitutionsregel fur lin. Abbildungen: f € 6¢ (R"), A € GL,(R)

= [ J(Az)|det Aldx = [ [(y)dy
/ /

Beweis: vgl. UA.

Vorbereitungen: Versehe R"” mit Maximumsnorm

|| := IZI}EL{K |z, | fir x = (xq1,...,2,)

Euklidische Norm:

Fiir a € R", £>0 sei
W (a) :=={z € R" | |xr — a|] < e} = abg. Wiirfel um @ mit Seiteldnge 2¢
Fir f € ¢ (U) bezeichne mit f € €¢ (R") auch die mit 0 fortgesetzte Funktion
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Sei L := supp (f) C V kompakt und d (0V, L) > 0
= K := ¢ (L) C U kompakt und d (U, K) > 0

Je; > 0 und kompakte Mengen K’, L' mit

(1) KcK'cU,LcL' cV

(2) W, (a) CK'Vae K, W, (b)ycL'Vbe L

Lemma 1: dc > 0, s.d.

(y)f' <c-l¢|VEeR"Vy e L/

Beweis: gfi . K’ — R stetig, also beschrankt

J

dy;
= E'Cij > O, s.d. ‘ 1 S Cij Vl’/ c K/
Lj
= V¢ € R" ist ‘E (x) .g’ = max <E’£>‘ < ?}i}f%"a = - €
——
=:ic1
. -1
Analog: Jeo mit dz;y (y) - f‘ < o €]
Setze ¢ := max (¢, ¢2) O

Lemma 2:
(1) o (W.(2)) C Wee(p(x)) Vo € K,e < e (c aus Lemma 1)
(2) o P (W.(y)) S Wee (' (y) Vy € L,e <& (c aus Lemma 1)

4



15. November 2004 Vorlesung 8

Beweis: MWS (fiir Abb. ¢ : U — R") (vgl. An. II, §4) besagt:
1
o (x) —p(xg) = /%(mo—i—t(x—xo))dt (x —my) Vr,x0 €U, s8.d Ty CU
0
Sei zg € K und © € W, (z9) (e < &)
Nach Wahl von K’ ist W, (zy) C K’ C U

1 1

d Ll
= \go(x)—np(xo)]g/’—w(:ﬁo—i—t(m—xo))(w—xo) dt§/0|x—xo\dt:c\x—a¢o\gc-s
0 0

Also x € W, (z9) = ¢ () € Wee (0 (x))
Analog (2) O
Lemma 3: Sei K C R™ kompakt, f: K — R stetig
= du: R,y — R4 monoton /" mit 11{%1& (t) =0, s.d. gilt:

|f (@)= fE@) <¢(lz—2"]) Vr,2'e€ K
Beweis: f auf K stetig, K kompakt = f gleichméBig stetig auf K, d.h. Ve>0 46>0, s.d. gilt:
If (x) — f(2)] <eVr,2' € K mit ||z —2|| <¢

Def.: ¢ (0) :=  sup {[f (z) — f ()]}

z,x! €K
[|lx—a'||<d

¥ (0) > 0 monoton wachsend, Pi%d’ (t) = 0 und:
[f (@) = f @) < ([l —a|]) Vo' e K

]

Zackenfunktionen: Definiere z € 6 (R) durch

1—1t t <1
z(t)—{ 1 g 1<

0 [t > 1
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Z € 6. (R") sei definiert durch
Z (1, . xy) =2z (x1) oo 2 ()

= supp(Z)={x e R" | |z,| <1Vv=1,...,n} =W;(0)
Lemma 4: |Z () — Z (2)| < |x — 2!| Vz,2’ € R™
Beweis: (Ind. nach n)
Ln=1:Elzx—2<1, a2 e[-1]]
Aber dann ist |z (x) — z (2')| < |z — 2|
IL.n—n+1:2Z,(z) =2(x1) - ... 2 (z,)
s (@ 801) = Zonsr (2, 2s2)| = 170 (2) - 2 (201) = Zo (&) - 2 (nr)] =
= [Zn () - 2 (Tn11) = Zn () - 2 (2'p1) + Zn (2) - 2 (2nga) = Zn (2) - 2 (20| <
<20 (2) - (2 (@) = 2 @) +1(Za () = Zo () - 2 (@)| <
<|Tppr — T +njz — 2| < ’(%an) - (xlﬂx;wl)‘ +

0 (2, 2ng1) = (2, 2040) | = (04 D) (@, 2040) — (2, 2044) | U

Ve > 0 sei Z. € ¢ (R") definiert durch

Va € R", x, 29 € R" ist
|Z:(x —a) — Z. (2 —a)| = lz(u)_z(w’e—aﬂ <n- %—u‘ =2z — 2|
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AuBlerdem gilt:
[ Ze(x)de= [z (2) ... z(2)dey ... da, =[] [ 2 (%) da
R~ R

R” =1
Subst. y =% = dy = tdo; = [ Z.(2)de =] [2(y)edy=e"
Rn R



