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Approximation durch affine lineare Abbildungen:

∀x0 ∈ U sei λx0 :=

{
Rn → Rn

x 7→ λx0(x) := ϕ(xo) + dϕ
dx

(x0)(x− x0)

(affin lineare Approximation von ϕ bei x0)

(1)⇒ ϕ(x)− λx0 = ϕ(x)− ϕ(x0)−
dϕ

dx
(x0)(x− x0)

(1)
=

(∫ 1

0

dϕ

dx
(x0 + t(x− x0))dt

)
(x− x0)−

∫ 1

0

dϕ

dx
(x0)dt(x− x0)

=

(∫ 1

0

dϕ

dx
(x0 + t(x− x0))−

dϕ

dx
(x0)dt

)
(x− x0)

Wendet man Lemma 3 auf die Komponenten von ∂ϕi

∂xj
an, so erhält man ∀i, j eine monoton

steigende Funktion Ψij : R+ → R+ mit lim
t→0

Ψi,j(t) = 0, so dass∣∣∣∂ϕi

∂xj
(x0 + t(x− x0))− ∂ϕ

∂xj
(x0)

∣∣∣ ≤ Ψi,j(||x0 + t(x− x0)− x0||)

≤ Ψij(||x− x0||) ≤ Ψ(||x− x0||) mit Ψ := maxi,j Ψij

⇒ ∀x0 ∈ K ∀x ∈ U mit |x− x0| ≤ ε1 ist

|ϕ(x)− λx0(x)| ≤
∫ 1

0

∣∣∣∣dϕ

dx
(x0 + t(x− x0))−

dϕ

dx
(x0)

∣∣∣∣ dt|x− x0|

≤
∫ 1

0

Ψ(||x− x0||)dt(x− x0) ≤ Ψ(||x− x0||)|x− x0| (3)

Lemma 5. Sei ε2 := ε1

c
⇒ ∃Ψ1 : [0, ε2] → R∗+ mit limt→0 Ψ1(t) = 0 s.d. gilt:

∀a ∈ L, ∀0 < ε ≤ ε2 gilt für h(x) := Zε(x− a)∣∣∣∣∫
U

h(ϕ(x))

∣∣∣∣det
dϕ

dx

∣∣∣∣ dx−
∫

V

h(y)dy

∣∣∣∣ ≤ Ψ1(ε) · εn

Beweis. Sei x0 = φ−1(a) ∀x ∈ U mit |x− x0| ≤ ε1 gilt:

|h(ϕ(x))− h(λx0(x))|
(2)

≤ n

ε
|ϕ(x)− λx0(x)|

(3)

≤ n

ε
Ψ(||x− x0||)|x− x0|

1
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Andererseits hatten wir ∀ε ≤ ε2:

supp(Zε(· − a) ◦ ϕ)
L2(1)

≤ Wcε(x0) ⊂ Wε1 ⊂ K ′

supp(Zε(· − a) ◦ λa)
L1(2)

≤ Wcε(x0) ⊂ Wε1 ⊂ K ′

∀x ∈ U :

|h(ϕ(x))− h(λx0(x))| ≤ n

ε
Ψ(||x− x0||)|x− x0|

≤ n

ε
Ψ(cε) · cε = ncΨ(cε)

Die Funktion

{
K ′ → R

x 7→
∣∣det dϕ

dx
(x)

∣∣ ist gleichmäßig stetig.

L3 ⇒∃ Ψ̃ ≥ 0 mit lim
ε→0

Ψ̃(ε) = 0 s.d.∣∣∣∣∣∣∣∣det
dϕ

dx
(x)

∣∣∣∣− ∣∣∣∣det
dϕ

dx
(x′)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ Ψ̃(||x− x′||) ∀x, x′ ∈ K

⇒∀x ∈ U : ∣∣∣∣∣h(ϕ(x))

∣∣∣∣det
dϕ

dx
(x)

∣∣∣∣− h(λx0(x))

∣∣∣∣det
dϕ

dx
(x0)

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣h(ϕ(x))

∣∣∣∣det
dϕ

dx
(x)

∣∣∣∣− h(ϕ(x))

∣∣∣∣det
dϕ

dx
(x0)

∣∣∣∣
+h(ϕ(x))

∣∣∣∣det
dϕ

dx
(x0)

∣∣∣∣− h(λx0(x))

∣∣∣∣det
dϕ

dx
(x0)

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

≤ h(ϕ(x))Ψ̃(||x− x0||) +

∣∣∣∣det
dϕ

dx
(x0)

∣∣∣∣ · ncΨ(cε)

≤ Ψ2(ε) mit Ψ2 unabhängig von x0 mit lim
ε→0

Ψ2(ε) = 0

Andererseits nach Substitutionsregel für lineare Abbildungen (Aufgabe 21):∫
U

h(λx0(x))

∣∣∣∣det
dϕ

dx
(x0)

∣∣∣∣ dx =

∫
V

h(y)dy

⇒
∣∣∣∣∫

U

h(ϕ(x))

∣∣∣∣det
dϕ

dx
(x)

∣∣∣∣ dx−
∫

U

h(λx0(x))

∣∣∣∣det
dϕ

dx
(x0)

∣∣∣∣ dx

∣∣∣∣
≤

∫
Wcε(x0)

Ψ2(ε)dx = Ψ2(ε) · (2cε)n =: Ψ1(ε)ε
n
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Lemma 6. ∑
p∈Zn

Z(x− p) = 1

(d.h. die Funktionen {Z(· − p) | p ∈ Zn} bilden eine Teilung der 1)

Lemma 7. Sei f ∈ Cc(R
n) ⇒ ∀α > 0 ∃ε > 0 so dass ∀0 < ε ≤ ε0 gilt:∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣f − ∑
p∈Zn

f(pε)Zε(· − pε)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
sup

≤ α

(hierbei ist ||g||sup := supx∈Rn |f(x)| Supremumsnorm)

Da f kompakten Träger hat, ist die Summe endlich.

Beweis der Substitutionsregel. Für ε > 0 setze fε(y) :=
∑

p∈Zn

f(pε)Zε(y − pε)

Lemma 7 ⇒lim
ε→0

fε = f gleichmäßig

supp fε ⊆ L′ ∀ε ≤ ε′ (nach Def)

⇒
∫
R

mit lim
ε→0

vertauschbar(vgl. Analysis I für 1 Veränderliche und §8 für das Lebesque-

Integral)

Also lim
ε→0

∫
V

fε(y)dy =

∫
V

f(y)dy

Setze g(x) := f(ϕ(x)) ·
∣∣∣∣det

dϕ

dx
(x)

∣∣∣∣ ∈ Cc(R
n)

gε(x) := fε(ϕ(x)) ·
∣∣∣∣det

dϕ

dx

∣∣∣∣
Lemma 7 ⇒gε

ε↘0−−→ gleichmäßig

⇒ lim
ε↘0

∫
U

gε(x)dx =

∫
U

g(x)dx

Sei ∆ε :=

∫
U

gε(x)dx−
∫

V

fε(y)dy

genügt zu zeigen: limε↘0 ∆ε = 0 (*)

denn dann ist

∫
U

f(ϕ(x))

∣∣∣∣det
dϕ

dx

∣∣∣∣ dx = lim
ε↘0

∫
U

gε(x)dx = lim
ε↘0

∫
V

fε(y)dy =

∫
V

f(y)dy
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Beweis von (*). Setze Apε :=
∫

U
Zε(ϕ(x)− pε)

∣∣det dϕ
dx

(x)
∣∣ dx−

∫
V

Zε(y − pε)dy

⇒ ∆ε =
∑
p∈Zn

f(pε)Apε

Lemma 5 ⇒ |Apε| ≤ Ψ1(ε) · εn

L kompakt ⇒L enthalten in achsenparallelen Würfel der Seitenlänge s um 0.

⇒|p|ε ≤ s
2

falls der Summand in ∆ε vom Index p 6= 0 ist

⇒Anzahl der von 0 verschiedenen Summanden in ∆ε ist ≤
(

s
ε
+ 1

)n

Sei M := sup
y∈V

|f(y)| (< ∞)

|Aε| ≤
∑
p∈Zn

|f(pε)||Apε ≤
(s

ε
·M ·Ψ1(ε) · εn

)
= (s + ε)n ·M ·Ψ1(ε) → 0 fürε → 0

Beweis von Lemma 7. f hat kompakten Träger ⇒f gleichmäßig stetig.

∀α > 0∃δ > 0 so dass |f(x)− f ′(x)| < α ∀x, x′ ∈ Rnmit ||x− x′|| < δ

sei ε0 :=
δ√
n

sei ∆(x) := f(x)−
∑
p∈Zn

f(pε)Zε(x− pε)

zu zeigen: ∀x ∈ Rn ist |∆(x)| < α ∀0 < ε < ε0

B:
∑
p∈Zn

Zε(x− pε) =
∑
p∈Zn

Z

(
x− pε

ε

)
=

∑
p∈Zn

Z
(x

ε
− p

)
L.6
= 1

⇒ ∆(x) =
∑
p∈Zn

(f(x)− f(pε))Zε(x− pε)

Für x fest sei Mx := {p ∈ Zn | x ∈ supp(Zε(· − pε))}
∀p ∈ Mx ist

∣∣x−pε
ε

∣∣ ≤ 1 (Maximumsnorm)

≡
∣∣∣∣∣∣∣∣x− pε

ε

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ √
n

∣∣∣∣x− pε

ε

∣∣∣∣ ≤ √
n

≡ ||x− pε|| ≤ ε
√

n ≤ ε0

√
n = δ

⇒ |f(x)− f(pε)| ≤ α

⇒ ∆(x) ≤
∑
p∈M

|f(x)− f(pε)|Zε(x− pε) ≤ α ·
∑
p∈M

Zε(x− pε)︸ ︷︷ ︸
=1

= α
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