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Approximation durch affine lineare Abbildungen:

R* — R
T A (@) = () + GE(20) (2 — o)
(affin lineare Approximation von ¢ bei zy)

Vg € U sel A,y = {

o)~ rey = o wuo—gfwau—x@

xo +t(x — xg))dt) (x — x0) — /01 ji(xo)dt(x — o)

A
IG
=

a:o +t(x — x9)) — jﬁ(xo)dt> (x — x0)

Il
/\

Wendet man Lemma 3 auf die Komponenten von g‘P’ an, so erhilt man Vi, j eine monoton

steigende Funktion ¥;; : Ry — Ry mit %ir% U, i(t) =0, so dass

G2 (wo + t(x — x0)) — 52 (w0)| < Wiy(||z0 + t(w — o) — wol|)

< VUii(||lz = zol]) < U(||lz — zol]) mit ¥ := max; ; V;;
=Vrg € K VreU mit|r— x| <eist

dy

dx< dt|x — x|

2o+ t(z — 30)) — ji (o)

o) = Auy(2)] < A

< /0‘I’(H:C—ivoH)dt(x—iUo)S‘I’(Hx—iﬁ'0|\)|$—xo| (3)

Lemma 5. Sei g5 := 22 = 3V, : [0,&9) — R} mit lim,_o ¥y (¢) = 0 s.d. gilt:
Va € L, V0 < € < gy gilt fiir h(z) :== Z.(x — a)

| met@)

Beweis. Sei g = ¢ '(a) Vz € U mit |v — x| < &y gilt:

dy
dt—
edx

dz — /Vh(y)dy‘ < Wy(e)-e"

h(p(@) = hOwo@)] < Zp(@) = Aay @)

n
< 2(z - zollw — ol

—_
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Andererseits hatten wir Ve < gq:

L2(1)
supp(Z.(- —a)op) <  We(xg) C W, C K’

L1(2)
supp(Z.(- —a)o Ny) < Wel(xg) C W, C K’

Ve e U :
n
|h(p(x)) — h(Ago(2))] < ;‘I’(HIL" — 2o||) |7 — o
< g\lf(cs) -ce = ncV(ce)
K' — R

Die Funktion { ist gleichméfig stetig.

z  — |det j—f(x)|

L3 =3 ¥ > 0 mit lim T(e) =0 s.d.

Hdetj—i(m) —‘detj—i(x’) <¥(lz—a|)) Voo €K
=Vr e U:
plp(a) et S0 = () faet G2 ) ‘
= [ptoten aer )| - ot faet S oo
+h(p(x)) |det j—i(mo) — h(Ag(x)) |det j—i(zo) ‘

(@) ¥(|lz — o) + det 52 (o)

IA

-neY(ce)

< Wy(e) mit ¥y unabhingig von zp mit lir% Uy(e) =0

Andererseits nach Substitutionsregel fiir lineare Abbildungen (Aufgabe 21):

| 1Ot et Ean| dz = [ niwpay
= /Uh(go(x))‘det j—i(x) dx—/Uh()\xO(x)) det j—i(xo)

< / Uy(e)da = Wa(e) - (2ce)" =: ¥y (e)e"
Wee (o)

dz
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Lemma 6.

ZZ@—p)zl

pEZ™

(d.h. die Funktionen {Z(- —p) | p € Z"} bilden eine Teilung der 1)

Lemma 7. Sei f € C.(R") = Va >0 Ze > 0so dass V0 < ¢ < g gilt:

<«

Hf — > fpe) Ze(- — pe)

pEZ™

sup

(hierbei ist ||g||sup := Supern | f(x)| Supremumsnorm)

Da f kompakten Tréger hat, ist die Summe endlich.

Beweis der Substitutionsregel. Fiir € > 0 setze f.(y) :== > f(pe)Z.(y — pe)
peEZ™
Lemma 7 :>lir% fo = f gleichmafBig

supp fe C L' Ve <&’ (nach Def)

= fR mit lim vertauschbar(vgl. Analysis I fiir 1 Verdnderliche und §8 fiir das Lebesque-

e—0

Integral)

Also hm fE )dy = / fly

detd—gp( )

1 € C.(R")

Setze g(x) = f(p(x))-

le) = L) faen 5

Lemma 7 =g, 0, gleichméfig

= lim ga(aj)dx:/Ug(x)dx

E\O U

Sd&:L&@M—Lﬂ@w

geniigt zu zeigen: lim o A: = 0 (*)
d
(’Dd :l /gs dac_hm/f6 dy—/f

denn dann ist / fle
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Beweis von (*). Setze A, := [, Z.(¢(x) — pe) |det & (x z)|dz — [, Z.(y — pe)dy
= A, = jg: f )
peZ”

Lemma 5 = |A,| < Uy(e) - e

L kompakt =L enthalten in achsenparallelen Wiirfel der Seitenlénge s um 0.
=|ple < 5 falls der Summand in A, vom Index p # 0 ist

=Anzahl der von 0 verschiedenen Summanden in A, ist < (f + l)n

Sei M := Slelg|f(y)! (< 00)

A

IN

> 1Bl A < (2 M - Wn(e) - ")

peEZ™

= (s+&)" - M- -¥y(e) -0 fire—0

O]
Beweis von Lemma 7. f hat kompakten Trager = f gleichméfig stetig.
Va > 030 >0 sodass |f(x)— f(z)|<a Vr,2’ € R'mit|lz—2||<§
)
sel g9 1= — sei Az Z f(pe)Z.(x — pe)
\/ﬁ peEZ™
zu zeigen: Vr € R" ist |A(z)| <a V0 <e < g
x — pe x 6
B: S Z(x - pe) = - (F-») =
>zt = X 2(TE) = L 2 (2-0)
peEZ™ peEZ™ pEZ™
= A(z) = Y (f(2) = f(pe)) Ze(x — pe)
peEZ™
Fiir x fest sei M, :=={p € Z" | x € supp(Z.(- — pe))}
Vp € M, ist ’J”_Tpa! < 1 (Maximumsnorm)
_ ||z=pe S\/ﬁ‘x—pe < Jn
5 5
= |z —pel| <evn<ep/n=9¢
= |f( )— flpe)l < a
= Z]f f(pe)|Ze(x — pe) <« ZZ (x —pe) =«
peEM geﬂi
-1
O]



