1 Fehleranalyse

Gleitkommazahlen
t

x = O'(Z x;d"")de

=1

t € IN ,t = Mantissenlénge, e = Exponent, 0 = +1

Rundung

t= Stelle nach der gerundet wird.
| — rdi(z)| = min = |z — y|
yelF

Absoluter Fehler: )
|z — rdi(x)] < ide_d

Relativer Fehler (eps=Maschinengenauigkeit):

x — rdi(z)

1
< §d1_t = eps

xT

Allgemeines iiber Riume
Norm
lul >0 und |lul| =0=u=0

lu+ ol < flul| + o]

[[Aul| = [A] -l
L(x,y) linearer Raum,
1Tz ]ly
[Tl (z,y) = sup
0= o el

[I-ll1s]]-]|2 sind &dquivalent wenn Je,C > 0 s.d
cllzlly < llzllz < Cllzlly

Banachraum

< Metrischer Raum, in dem jede Cauchy-Folge konvergiert.

Skalarprodukt
(u,v,w € R"*™ X € R)
A+ v, w) = Mu, w){v, w)

(u,v) = (v, u)

(u,v) >0
X =C([a,b]),u,v € X = (u,v) := fab w(z)v(z)dx
[oll = v/ {v,v)
(Pra)Hilbertraum
(X, (e, @)) = Prihilbertraum,
falls X vollstindig beziiglich ||v|| = /(v, v) ist = X ist Hilbertraum.



Kondition eines Problemes

Lipschitzstetig If(z) — f()l
T)—Jy

L:= sup —F——FF— <
yeU,y#x ||{L‘ - y”x

Falls L < 1 = die Funktion ist Kontrahierend.

Kabs := lim sup L(9)

d—0
Hf(‘flﬁ)—fﬁy)\l ||
Lo := sup Ty = < 00
yeU,y#x Ir@il Hf(w)ll

[l

Frel »= lim §up Lo (9)
—0

Komponentenweise Konditionsanalyse
Die Komponentweise Kondition von (f : x € U C R™ — R™) ist die kleinste Zahl £, s.d.:
If(z) = fW)lleo (ry>
" < Ky max (| ———
I1f(@)lloo T

Fir .y — z,z; # OViq,...n

Stabilitat
Der Stabilitétsfaktor o > 0 ist die kleinst Zahl mit: (eps — 0Vz € E)
If (@) — f@)
< OKrel€PS
1f (@)l
ok <1

Funktion f = fyo fx_10...0f1

Of Kf SOp Kfy TOf 4 " Kpy Kfy y +-F+0f - Kpy oKy,

Ky S KRy

— k



2 Nichtlineare GLS

Kontrahierende Funktionen
In einem Abgeschlossenen Raum, f stetig, 3! eine Fixpunkt xz*, s.d.:
z* = f(z") = ¢(a")

Fehlerabschitzung:
[2% = @npa || < Lljz* — 2|

A priori Fehlerberecnung
k

L
2% — 2y < ﬁHSLj — 0|

A posteriori Fehlerberechnung

||33* — $n+1|| < Hxn+1 - xn”

L
1-L
Dampfung

Sei f € CY(I) C R Intervall mit Nullstelle z* € I. Dann existiert ein w € R Dédmpfungsqunator, so dass die
Fixpunktiteration (Xo € T
2k +1:=xp —wf(zg)

lokal gegen * konvergiert. wobei(f'(x*) # 0):

w— 1
NCS)
Newton-Verfahren
f: 1 — R gesucht: * € I mit f(z*) =0
f(zr)

Variante

Ersetzte DF (2 k) durch differenzenqoutienten:

ofi 1o Jilwg + hey) — fi(zg + he;)
By o)~ i oh

f:D—R¢ DCR?offen, 2* € D, f € C*(D), DF(X*) € GLqg

i)z* einzige Nullstelle von f € B, (z*)

ii)Fiir jeden Startwert zo €, (2*) konvergiert das Newtonverfahren gegen x*.
iii)Fir jeden Startwert zo €, (z*) konvergiert das Newtonverfahren quadratisch.

Satz

DCRY F:D— R FeCYD,RY)
existiert eine Nullstelle in D.
Ve e D, veR?Y sc[0,1] mit 3 =2+ s, w>0

I(DF~(DF(x,) — DF(x)) - v]| < 5w ||v]®

29 € By(z*) CDmit 0< p < 2

w
12" — 2l < S ll2" — @il



3 Interpolation

Allgemeines

f inC([a,b]), o := {x;|z; paarweise verschieden z; € [a,b],i =1,...,n}
hs == max;—,..., n($i+1 - %)

Us, C C([a, b)) endlich. dim. VR.

dimUs =n+1

Polynominterpolation
Uy, :=P,, = Der Raum der Polynome < n-ten grades.

pe(x;))=fiVi=1,....n

Lagrange Darstellung

wobei:

£ @) L= [ S0

joogwi BT 2)

Nachteil der Lagrange Darstellung: Bei hinzufiigung eines neuen Knotens, miissen alle L’s neu berechnet
werden.

Newtonsches Interplationspolynom

n i—1

Zf[xi,...,xo} . H(x—xk)

i=0 k=0
wobei:

flZm, Tm—1, Tm—2,...,%0) = Hlom Tm=2,-+ 5 %] = Fom=2, Tma -, Zo]
Tm — Tm—1
Restgliedabschitzung
Y, 2; € [a,b)Vi=0,...,n, f € C[a,b]), ps €P =
Es existiert fiir jeds x € [a,b] ein £ aus dem kleisten Intervall, das alle z, zg, - - -, x,, enthélt.
_ — Wy n+1

wobei:

1=0
Vandermonde-Matrix
1 xzo () (zn)"
V= :
1 2, (2,)2 (p)™



Spline Interpolation

Allgemeines
Ziel: Verbindung der Knotenpunkte mit polynomen m-ten Grades. n = #der Knotenpunkte, m = grad des
Splines
%= {v e C" ([a,0)|"[zk, Th41] € P}
dimSy =m +n

Weitere Anforderungen:

i) sk (@) = f'(a); sk(b) = /()

i) s2(a) = s(b) =

iii) f peridisch mit periden | = b — a, d.h:

Kriimmung

Kriimmung einer Funktion v € C?([a, b])

Kubische Splines

f, X gegeben d.h. es 3!
sy(z)=ap +bp -z +cp-2® +dy -3
mit der Gestallt:
ar, = f(zx)

br+1 = by + §(Ck+1 + k) - higr

cx = s% (k)
Ck+1 — Ck

d =
g Pyt

wobei:
hi+1 = g1 — ks, bo = f'(a)
Problem: Berechnung von s¥(zy)

Fehlerabsitzung

g € C%([a,b]), ps € Sy, hs = maw;h;

h22 1
I~ plloe < 21971
f € C*([a,b]), Sy Spline Interpolationsoperator

b

4
_ < I3 f(4)
I = Sl < 22170

2
107 = S50 e < "2 1791



(Orthogonale) Projektion
P heif3t Projektion falls

P2=PoP=P

oder
Pr=2z Vx € img(p)

d.h.: ||p|| = 0 oder 1 P orthogonal genau dann wenn:

P Projektion und ||z — Pz|| < |jx — Py|| Yy € X

(x — Pz, Py) =0

In einem Endlichen Unterraum U eines Hilbertraumes X 3!
P :— U mit img(P) =U

Massematrix

... aquivalent zu Mu = T" mit:

©0, - - -, Basis der BL

u = (ug, -+, up) wobei p(f") =377 ujp;

L= ((f" o), (f",0n))

M € RUHDXHD) und My, = (@i, ;), M ist s.p.d..
geeignete wahl von ¢;:

i(xj) = i
Vereinfachungen fiir berechnung des sx(z) = ay + by - + ¢ - 2 + dy - 23

C; = U;

(f" o) = (hi + hix1) - flrio1, zi, Tiga]

M = diagi(hi +6hi+1)

wobei:
e hita . hi
Ai = hi+hii1 Hi -= hi+hi1




4 Approximation

MeBwerte: (t1,91), - - - (tm, Ym) unterliegen einer GestzmiiBigkeit:

z=p(t,z1,...2,)

vi =z = o(ti, Ty - -+, Tn)
bei gegben (t;, x4, ..., x,) und Datensitzen (t1,91), .. (tm,Ym):
¢:R” — R™

@(th JJ)
o(x) = T = (xl,...,xn)T
P(tm, x)
bestimme ein x* € R™ so, dass:

lp(z") —yll < llo(x) —

wichtiger speziallfall: die p=2 norm.

Gewichtung
Falls fiir den MeBfehler eine Satzung vorliegt:
ly;— exakter Wert | = §;

- Yi 2\ 1
Iyl = Ig\Q)z
i=1 "

lineare Ausgleichsprobleme

plt,x) == na;(t)z;
j=1

Ausgleichsrechnung im Hilbertraum

2 eR" y=(y1,--,ym)",
al(tl) an(tl)
A= : :
a1(tm) oo ap(tm)
so dass:
[Az™ —y| < ||Az — y|| Vo € R"
Householder Reflektion
R
T _
Q=[]
T
v-v
Q = ]ln -
[v][

5 Numerische Quadratur

Nummerische Berechnung von Intergralen.
Y = Zerlagung von [a,b], h=b—a



Integrationsformel von Newton-Cotes

Yi={a+2, i=0,...,n}, f € C(la,b]), Ps s € P, die Polynominterpolation.

n’

b
Isf :=I1(Ps, f) ::/ Py, f(x)dx

Seinun z =a+ 2 s €[0,n] L;(z) = Qi(s) = [Lzo jzon5=2

positiver Typ

Eine Quadraturformel Is f = Y7 o f(z;) heift vom positiven Typ, wenn a; > 0

Zusammengesetzte Newton Cotes Formel

m—1

Inf=) Inf

k=0

I f= Z wihg f(215)

Jj=0

Gaufl Quadratur

kommt noch

6 Algorithmen

Riickwertsusbstituition

n?

Lost Rz = z copm ~ 5
R=obere-A’s-Matrix € R™"*", x, z inR"
z(n)

x(n) = r(n,n)
fori=(n—-1):-1:1
(i) = 2(i)
forj=i+1,n
(i) = x(i) = r(i, j) * z(j)

end

Gausche A Zerlegeung

A:aiijRnX”bER]N
fork=1:1:n-1
fori=k+1:1:n

_ a(ik) .
d= a(k,k)’

forj=k+1:1:n
CL(’L,]) = CL(’L,]) _d*a(ka])v
end
b(i) = b(i) — d = b(k);




Gausche A Zerlegeung mit pivot element suche

A= aij € R™"*"™ p ¢ RN
fori=1:1:n
p(i)=i
end
fork=1:1:n-1
m=Kk;
fori=k+1:1:n;
if(Ja(p(i), k)| = |a(p(m), k)|)
m = 1;
end
end
end
h =p(m);p(m) = p(k); p(k) = h Zeiltentausch
_ 1 .
 a(p(i).k)’
fori=k+1:1:n
a(p(i), k) = a(p(i), k) * d;
forj=k+1:1:n
a(p(i), ) = a(p(i), j) — a(p(k), j) = a(p(i), k);
end
b(p(2)) = b(p(i)) — b(p(k));

end

Cholesky-Zerlegung

fork:1:n
Ik, k) = §f(aln,n) = X521 (n,j)  fori=k+1:1:n
U(i,n) = (a(i, k) = 32527 10, §) * Un, 5)) = U, );
end
end
Fixpunktiteration

I =a,b], a <b {I stetig
f(z)=0
fla) = f(b) <0
while(|xg+1 — Yr+1]| <€)
Y = a, T = b
if(f(z)=0)
Tr =z
end
else if(f(yx) * f(z) < 0)
Ye+1 = Yk; Tky1 = 2

end
else
Yk+1 ‘= 2 Th41 = Tk

end
end
Hornerschema
px)=Fo+z -fi+---2" P
p:=p(n)



fori=n—-1:1:1

p=p-z+pB(i)
end

Dividierte Differenzen

fori=0:1:n
T(i) = f(i);
fork:i—(l:—)l:(o)
T(k+1)—T(k) .
T ="
end
A(i) = T(0);
end

Alg. von Neville

Polinom wird an der stelle x ausgewertet (knotenpunkte, f;undx;) sind bekannt. for i =0:1:n
p(i) = f(@);
fork=i—1:-1:0 4
p(k) = p(k +1) + (p(k + 1) — p(k)) - 7205
end
end

QR-Verfahren

kommt noch
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